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Eine (Phrasenstruktur-)Grammatik ist ein Quadrupel G = (X, N, R, S) mit:

e X ist das Terminalalphabet,

e N ist das Nonterminalalphabet (die Variablenmenge),

e RC (ZUN)*N(ZUN)* x (XU N)*ist das Alphabet der Regeln;
tbliche Schreibweise: xAy — v anstelle von (xAy,v) € R, wobei A € N
und x,y,v € (X UN)* auch linke Seite bzw. rechte Seite der Regel hei3en.

e S € N istdas Startsymbol oder Anfangszeichen.

Ein Wort Gber dem Gesamtalphabet (£ U N) hei3t auch Satzform.



Der Ableitungsmechanismus einer Grammatik:

1-Schritt-Ableitungsrelation =

zwischen zwei Satzformen u, v einer Grammatik G:

u =g v (manchmal kurz u = v) gdw.

es gibt Regel « — y, sodass u und v wie folgt zerlegt werden konnen: u = xxz
und v = xyz; hierbei sind x und z wiederum Satzformen.

Etwas formaler, ggb. G = (X, N, R, S):

Vu,v e (ZUN)* :ru=gv & (Ix,z € (ZUN)"I(x — y) € R:u =xazA\v = xyz)



=T n-Schritt-Ableitungsrelation.
=.: Ableitung mit beliebig vielen Schritten.

Die von einer Grammatik G erzeugte oder abgeleitete Sprache ist gegeben
durch:

L(G):={weZI*|S=wh.

Bequeme Schreibweise einer Ableitung(sfolge):

Uy = U = Uy = U3

Gilt u = v, so gilt fir ein k: u =¥ v, bezeugt durch die Ableitungsfolge u =
Uy = uy = ... = Ur_1 = U, = v. Dieses k heif3t auch Lange der Ableitung.

RA: Familie der (rekursiv) aufzahlbaren Sprachen, engl. recursively enumerable,
(der durch Grammatiken erzeugbaren Sprachen).



Spezialfalle: MON und KS.

Eine Grammatik heil3t monoton oder nichtverktrzend gdw. fir alle Regeln qilt,
dass die rechte Regelseite nicht kirzer als die linke ist.

Eine monotone Grammatik hei3t kontextsensitiv, wenn alle Regeln von der Form
xAP — oowf3 sind flr irgendein A € N.

Hinweis: Bei kontextfreien Regeln gilt « = 3 = A.

Sonderfall A-Regeln: Um die Ableitung des leeren Wortes zu ermoglichen, kann
eine nichtmonotone Regel S — A flr das Startzeichen S bei MON und bei KS
zugelassen werden. Dann darf aber S auf keiner rechten Regelseite vorkommen.
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Ein Beispiel flr eine monotone Grammatik:

S — aYqgbe, S — abe, S — A,
aYa — aabYc, bYa — Yab,
ch — bYc, ch — YaCC, ch — CC

Eine Beispielableitung:
S = aYqbc = aabY.bc = aabb¥Ycc = aabbYqcc = aabYqbce = aaYqbbee =
aaabY:bbcc = aaabb¥Y:bcc = aaabbbYc.cc = aaabbbccc

Erzeugte Sprache: L = {a¥bkck | k € N).



Wie beweisen wir Sprachgleichheit ?

Standard, getrennte Induktionen fir L(G) C Lund L C L(G).
Alternativ / Hilfsmittel: Kennzeichnung der ableitbaren Satzformen.

Lemma: Fir Ly == {w | akYqbkck =k+2 w) gilt:
L, = {ak—|—1bk—|—1yack—|—1 , ak—|—1bk—|—1ck+1} fir jedes k > 1.

Beweis: FUr k = 1 durch Inspektion (keine anderen Regeln anwendbar!):

aZbc?

a?b2Y,cc

Als Zwischenbehauptung kann man per Induktion zeigen far alle u, v zeigen:

uYcblev =41 ubleev oder uYeblev =1 ub'Yycev (und keine anderen Worter sind in € + 1
Schritten ableitbar).

aY,bc = aab¥Y.bc = aabb¥Y.c = {



Der Induktionsanfang ergibt sich wieder durch Inspektion der Regeln.

Far den Induktionsschritt beobachte:

uY:b* v = ubYblev; mit u’ = ub kénnen wir die Induktionsannahme anwenden und erhalten
so: u'Ycblev =T ubteev oder u'Yeblev =41 ubYycev (und keine anderen Worter). v/
Inspektion liefert nun: akY,b*ck = a**TbY.bkck =K1 w mit w € Ly (und nichts sonst) mit Hilfe

der Zwischenbehauptung.
Einfacher sogar kann man per Induktion nachweisen:

Lemma: Aus aXb¥Yqck ergibt sich nach k Ableitungsschritten akYqb¥ck (und
keine andere Satzform).

Ein nochmaliges Nachvollzienen der Beweise beider Lemmata liefert:



Lemma: Die einzigen in den beiden Lemmata beobachteten Satzformen, die nur
aus Terminalzeichen bestehen, sind explizit im ersten Lemma angegeben.

Beweis: (der eigentlichen Sprachgleichheit)

Wegen S — Aund S — abc sind diese zwei Worter aus L in G ableitbar.

S = aY,bc gestattet die Anwendung der Lemmata, die beweisen:

Die einzige in genau 2k + 2 Schritten aus a*Y,b*c* ableitbare Satzform ist a*t1Y,b*+1ck+1,
Daher sind mit dem ersten Lemma alle Worter aus L (und keine anderen wegen des dritten
Lemmas) in G ableitbar.



Eine Normalform fur monotone Grammatiken (ahnlich bei Typ-0)

Satz: Zu jeder monotonen Grammatik gibt es eine aquivalente, bei der alle Re-
geln mit Terminalzeichen a von der From A — a sind.

Beweis: Es sei G = (£, N, R, S) eine monotone Grammatik.

FUr jedes Terminalzeichen a flhre ein neues Nichtterminalzeichen X ein.
M:={Xs|laeZ; N =NuUM.

Definiere Morphismus h: (XUN)* - (MUN)*: h(a) = X fira € Zund h(A) = Aflir A € N.
R'={A > h(a) | A > axcRIU{Xqy > a]ae Xl

In G’ := (X, N’,R’, S) kann eine Ableitung von G simuliert werden:

1. Phase: Simulation auf “Nichtterminalebene”

2. Phase: Verwandlung der X, in entsprechende a-Terminale.

Da keine kontextabhangigen Regeln mit Terminalen auf der linken Seite existieren, kann jede
terminierende Ableitung, in der X, — a-Regeln vor eigentlichen Simulationsregeln angewendet
werden, umgeordnet werden in 1. und 2. Phase.
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Eine monotone NF-Grammatik fur die selbe Sprache

S = XaYaXpXe, S = XaXpXe, S — A,

XaYa = XaXaXpYe, XpYa — YaXy,

Yc Xy — XpYe, YeXe = YaXcXe, YeXe = XX
Xa — a, Xy = b, Xe — c.

Eine Beispielableitung:

S = XaYaXpXe = XaXaXpYeXpXe = XaXaXpXpYeXe = XaXaXpXpYaXcXc

= XaXaXpYaXpXcXe = XaXaYaXpXpXcXe

= XaXaXaXpYeXpXpXcXe = XaXaXaXpXpYeXpXcXe = XaXaXaXpXpXp YeXcXc
= XaXaXaXpXpXpXcXcXe = aaabbbecc
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Eine Automatensicht auf monotone Grammatiken (skizzenhaft)

Grammatiken mit “Lesekopf” und Links- / Rechtsbegrenzung.
Der Lesekopf wandert wie ein Weberschiffchen hin und her.

Neue Regeln: S’ — $;KrS$r (beginnt Rechtsbewegung)
AKp — KA, KrA — AKg fur alle Zeichen A.

Kroe — Ko fir “urspriingliche” Regel 1 = o — w.
Esseia=A;...Aqpundw =B;...Bpymitm > n.
KEFA; — BiKEF! for 1 <i<n; Ki"An, — K(Bn...Bm
$1 Ky — $Kg sowie Kr$r — K$r.

Man kann zeigen: S = w, w € Z* gdw. S’ = $; WK$x.
Eine Ersetzung wird nur simuliert wahrend einer “Rechtsbewegung.”
Man kann die Eigenschaften (Lesekopf, Begrenzungen) dieser Simulation sogar “retten” fir eine

Grammatik mit S — w, w € £* gdw. S’ = w.

Etwas genauer: Fir alle Satzformen w mit S = w, fihre explizite Regeln (1) S’ — w’ ein, w
NT-Wort und £(w) = 4 sowie (2) S’ — w fir w € L mit {(w) < 3 (Starte mit NF-Grammatik).
w’ entsteht aus der Satzform w durch Markieren der ersten und der beiden letzten Zeichen. Im
zweiten und drittletzten Zeichen werden die urspringliche Information der ersten beiden bzw.
letzten drei Zeichen gespeichert. Dann Terminierung mit Regeln der Bauart $L(a,b) — ab am
linken Rand (Bsp.)

12



Satz: KS = MON

Beweis: C trivial; fir O betrachte monotone NF-Grammatik G = (X, N, R, S) mit Lesekopf und
Begrenzungen.

Eine Regel r = KrA — Kiw kann simuliert werden durch:

KrA = 1A, TA > ™W, T — K[.

Regeln der Form AKy — K¢ A werden simuliert durch:

AKL — (Ki, AJKy, (Kg, A)Kp — (K, A)A, (K, AJA — KA.

Entsprechende Regeln (und neue Nichtterminale) bendtigt man flr die Rechtsbewegung.
Etwas schwieriger: Regeln der Form KA’ — B’Ky werden simuliert:

KiA' = KL (B, K{) = B/(B’,K{) = B'KY.
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Eine kontextsensitive Grammatik flr die selbe Sprache (nicht “durchkonstruiert”)

S = XaYaXpXe, S — X XpXe, S — A,

XaYa = XaXaXpYe, XpYa — (a,b)Yq, (a,b)Yqe — (a,b) Xy, (a,b)Xy — YaXp,

Y Xy — [b, ] Xy, [b,c]Xy, — [b,clYe, [b,c]Ye — Xy Ye, YeXe — YaXcXe, YeXe — XeXe,
Xa—a, Xy > b, Xe —cC.

Eine Beispielableitung:
S = XaYaXch = XaXaXbYCXch:> XaXaXb [b, C]Xch = XaXaXb [b> C]YCXC
é XaXaXbXbYCxC é XaXaXbXbYaXCXCé XaXaXb(a, b)YaXCXC é XaXaXb(a, b)XbXCXC

= XaXaXbYaXchXc:*>XaXaYaXbXchXc = XaXaXaXbYchXchXcéXaXaXaXbXbYchXcXc
S X o XX Xo X Xp YeXcXe = XaXaXaXpXp XXX Xe = aaabbbecc
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Satz: KF C KS

Beweis: Jede kontextfreie Grammatik in erweiterter Chomky-Normalform ist kontextsensitiv. Dies
zeigt die Inklusion KF C KS.

Far die Striktheit betrachte die als fortlaufendes Beispiel betrachtete Grammatik far
[akbkck | k € N}

15



Abschlusseigenschaften bei Typ-0/-1 Sprachen (Auswahl)
Vereinigung / Konkatenation: “Standardkonstruktion” wie Typ-2

Durchschnitt: NF-Grammatiken Gy und G, werden simuliert auf “Produktalpha-
bet” N1xN». Nur flr Paare (Xq, Xq) gibt es terminierende Regeln (Xq, Xq) — «a.

Komplement: Typ-1 Sprachen sind abgeschlossen; die entsprechende Technik
des induktiven Zahlens ist Gegenstand der Komplexitatstheorie.

Typ-0 Sprachen sind nicht abgeschlossen (Satz von Post in der nachsten Theorie-
Vorlesung).
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Die Chomsky-Hierarchy in Grammatik-Form:

Typ-0: Phrasenstrukturgrammatiken, also RA. (RE)
Typ-1: kontextsensitive Grammatiken, also KS. (CS)
Typ-2: kontextfreie Grammatiken, also KF. (CF)
Typ-3: rechtslineare Grammatiken, also REG.

Satz: REG C KF C KS C RA.

Beweis: Alles bekannt bis auf Striktheit der letzten Inklusion, die erst in der zweiten Grundlagen-
vorlesung gezeigt werden wird: nicht fir alle Typ-0-Sprachen L gibt es einen Algorithmus A, der
entscheidet, ob w € L liegt oder nicht. Fir monotone Grammatiken gibt es hingegen solch einen

(“teuren”) Algorithmus (Ableiten aller Satzformen bis zu vorgegebener Lange maoglich).
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Alan Turing
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Turingmaschinen

unendliches Band

=

C l

0
Schreib-
Lesekopt

Turing-Maschine

Moo e B L., By
Fontrollemheit

Grundidee Turings: Simulation eines menschlichen Computers.

19



Turingmaschinen: formaler

Eine Turingmaschine (TM) ist durch ein 7-Tupel beschrieben:
™ = (S>E>A> 6>SO> D>F)

Dabei bedeuten

o S ={sg,51,..., snJ die Menge der Zustande,

e E ={eq,ey, ..., er}das endliche Eingabealphabet,

e A ={ayp,aqay,...,am} das endliche Arbeitsalphabet (auch Bandalphabet ge-
nannt), es seidabei E C A,
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sg der Startzustand,

ap = O das Blank-Symbol, das zwar dem Arbeitsalphabet, aber nicht dem
Eingabealphabet angehort,

F C S die Menge der Endzustande,

6 sei die Uberfiihrungsfunktion/-relation mit (im deterministischen Fall)

O0:(S\F) x A —SxAx{L,R,N}

bzw. (im nichtdeterministischen Fall) 6 C ((S\F) x A) x (S x A x{L,R, N}).
Hier bedeutet: L= links, R = rechts, N= neutral.



Turingmaschinen: Dynamik

5(s,a) = (s’,b,x) bzw. ((s,a), (s’,b,x)) € & (mit x € {L, R, N}) habe folgende
Bedeutung:

Wenn sich der Automat im Zustand s befindet und unter dem Kopf das
Zeichen a steht, so schreibt der Automat b und geht ein Feld nach
rechts (R), bzw. links (L), bzw. bewegt sich nicht (N) und geht in den
Zustand s’ Gber.

Wie schon bei anderen Automatenmodellen gesehen, kann & in Form einer Uberfiihrungstafel
notiert werden. In jedem Kastchen stehen dann ein oder mehrere Tripel, bestehend aus neuem
Zustand, geschriebenem Zeichen und Positionszeichen.
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Eine Konfiguration einer Turingmaschine TM. = (S, E, A, 9, sy, O, F) ist ein Tri-
pel (u,s,v) aus A* x S x AT:

e v ist aktuelle Bandinschrift

e s ist der aktuelle Zustand.

e Schreib-Lesekopf Gber erstem Zeichen von v, daher v # «.
e Start der Maschine: v € E* u {0} (Eingabe), s = sp, u = ¢.

e O.B.d.A. SN E = (), daher Schreibweise usv statt (u, s, v)
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Ubergangstrelation

Zu einer (nicht)deterministischen Turingmaschine
™ = (S»E)A>6>SO) D>F)
wird die Ubergangsrelation - aus (A* x S x A1)2 folgendermaBen definiert:

e ai...amsby...bn F aj...ams’cby...bn mit ((s,by),(s',c,N)) € 5,m > 0,n > 1
e ai...amsby...bn F aj...amcs’by...bn mit ((s,by),(s',c,R)) € 5,m > 0,n > 2

e aj...amsby..bn F aj...a;_18’amcby...bn mit ((s,by), (s’,c,L)) € 5,m >1,n > 1

Bem.: Die Konfigurationen figen nach Bedarf Blanks an die Teilworter v bzw. u an.
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Inkrementieren einer Binarzahl

Beispiel:

mit

™ = ({SO) S1,S82, Sf}) {O> 1}>{O> 1 y D}) 6) S0 D>{Sf})

d(s, a) 0 1 O
so | (80,0,R) | (sp,T,R) | (s7,0,L)
S (SZ)]>I—) (S])O> (Sf>])N)
sp | (s2,0,L) | (sp,1,L) | (s,8,R)
St — — —
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Beispiel:

sol11 F Tspll F 11551 F 111540
- 11S]1|:l = 1S]]O|:| - 81100[1 = S]DOOOD
- Sf]OOOD

Arbeitsweise:

(1) Die Maschine lauft solange nach rechts lauft, bis sie das Ende der Zahl (Ziffer mit kleinstem
Gewicht) erreicht hat.

(2) Ein weiterer Schritt flihrt auf ein Blank (wenn zu Beginn nichts auf dem Band steht, steht der
Lese-Schreibkopf schon auf einem Blank). )

(3) Dann erfolgt wieder ein Schritt nach links und Ubergang nach s;. ~» Arbeitsposition erreicht.
(4A) Trifft sie auf eine Null, so invertiert sie sie (Addition von 1) und geht nach s;.

(4B) Trifft sie vorher auf Einsen, miUssen diese invertiert werden.

(4C) Spezialfall:keine 0 in der Zahldarstellung; dann wachst die Stellenzahl um 1 und die Ma-
schine schreibt eine 1 anstelle des ersten linken Blanks.

(5) Ist die fuhrende Stelle erreicht, geht die Maschine geht in den Endzustand Uber und der Kopf
bleibt hier stehen.



Initialkonfiguration, Finalkonfiguration, akzeptierte Sprache

e [nitialkonfiguration beim Start der Turingmaschine mit Eingabe w € E* ist
sow ( bzw. sy, falls w = ¢).

e finalkonfigurationen sind alle Konfigurationen us¢v mit sy € F. Hier kann die
Berechnung nicht mehr fortgesetzt werden.

o Weiter ist
L(TM) :={w € E* | spw F* us¢v, s € Fu,v € A™}
die von der Turingmaschine akzeptierte Sprache L.

Hinweis: TM-Simulatoren
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Einige Beobachtungen

Simulation endlicher Automat durch Turingmaschine z.B. wie folgt:

e Schreib-Lesekopf hat ausschlie3lich lesende Funktion

e Lesekopf zeichenweise lesend nach rechts

e Zustandslbergange des endlichen Automaten tbernommen

e Akzeptieren bei Erreichen von O (d.h. Ende der Eingabe) im 'Automaten-

Endzustand’
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Simulation Kellerautomat durch Turingmaschine z.B. wie folgt:
e Turing-Band zweigeteilt: Rechts Eingabewort, links Keller
e Ubergangsfunktion des NKA durch mehrere Schritte der TM
e (Gelesene Zeichen der Eingabe mit Spezialzeichen markieren

e Bestimmung des Uberganges im NKA durch Inspektion der noch nicht mar-
Kierten Eingabe und des simulierten Kellers

—> Turingmaschinen mindestens so machtig wie Kellerautomaten



These von Church / Turing

Turingmaschinen konnen “alles”, was uberhaupt jemals von “Computern” ge-
macht werden kann.

Diese These sieht man durch Ubung ein (Bsp.: Typ-0 Sprachen kdnnen von TM
akzeptiert werden), sie lasst sich aber nicht beweisen.

Mochten Sie aber lhre Programme in Zukunft in TM-Notation schreiben ?!
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Typ-0 Sprachen lassen sich durch TM-Akzeptanz kennzeichnen
Eine Phrasenstrukturgrammatik, die eine TM simulieren soll, arbeitet wie folgt:

(1) Es wird die Sprache “syw$w” generiert fur beliebige Eingabeworter w der
Turingmaschine.

(2) Die Arbeitsweise der Turingmaschine (Konfigurationstibergange) wird nun
auf dem ersten Wortteil simuliert.

(3) Wird eine Finalkonfiguration erreicht, so besteht die Moglichkeit, den ersten
Wortteil und den Trenner $ zu loschen und so w zu generieren.
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Linear beschrankte Automaten

Eine TM heif3t /inear beschrankter Automat (LBA), wenn sie keine Blankzeichen
Uberschreiben darf.

Satz: L ist Typ-1 gdw. L wird von LBA akzeptiert.

Beweis: ... ahnlich wie auf der letzten Folie . ..
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