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Eine kontextfreie Grammatik ist ein Quadrupel G = (X, N, R, S) mit:

e X ist das Terminalalphabet,

e N ist das Nonterminalalphabet (die Variablenmenge),

e RC N x (X UN)*ist das Alphabet der Regeln oder Produktionen;
tbliche Schreibweise: A — v anstelle von (A,v) € R, wobei A € N und
v € (X UN)* auch linke Seite bzw. rechte Seite der Regel hei3en.

e S € N istdas Startsymbol oder Anfangszeichen.

Ein Wort Gber dem Gesamtalphabet (£ U N) hei3t auch Satzform.



Ein Beispiel

G = ({a,b},{S},R,S) mitden Regelnry =S — aSbundry =S — A.

a, b: die Terminalzeichen

S: die Nonterminalzeichen; hier gleichzeitig das Startzeichen

{S, a, b}: das Gesamtalphabet

R = {ry,1,}: die Regelmenge

ab$S, aaSbb, aSaSa: mogliche Satzformen, nicht alle ableitbar in G



Der Ableitungsmechanismus einer kontextfreien Grammatik:

1-Schritt-Ableitungsrelation = g zwischen zwei Satzformen u, v einer kfG G:
u =g v (manchmal kurz u = v) gdw.

es gibt Regel A — y, sodass u und v wie folgt zerlegt werden konnen: u = xAz
und v = xyz; hierbei sind x und z wiederum Satzformen.

Etwas formaler, ggb. G = (£, N, R, S):
Vu,ve (ZUN) " tu=gv &

(Ix,z e (CUN)"F(A - y) € R:u=xAz A v =xyz)



=T n-Schritt-Ableitungsrelation.
=.: Ableitung mit beliebig vielen Schritten.

Die von einer kfG G erzeugte oder abgeleitete Sprache ist gegeben durch:

L(G):={weI*|S>w.

Bequeme Schreibweise einer Ableitung(sfolge):

Uy = U] = W) = U3

Gilt uw = v, so gilt fir ein k: u =X v, bezeugt durch die Ableitungsfolge u =
Uy = Uy = ... = Ur_1 = U, = v. Dieses k heif3t auch Lange der Ableitung.

KF: Familie der kontextfreien Sprachen (der durch kontextfreie Grammatiken er-
zeugbaren Sprachen).



Ein Beispiel
G = ({a,b},{S},R,S) mitden Regelnry =S — aSbundr, =S — A
Lemma: L(G) = {a™b™ | n > 0}.

Beweis: Offenbar gilt A € L(G) und A = a°b®, sodass wir diesen Fall hinfort auBer Acht lassen
konnen.

Per Induktion beweisen wir die folgende Behauptung:

Die einzigen in k > 0 Ableitungsschritten ableitbaren Worter sind a*Sb* und a*'b*.

v furk =1.

IH: Die Behauptung gilt fir k > 0. Betrachte eine Ableitung der Lange k + 1: S =k v = w.

IH ~ v = akSb¥ (Die Mdglichkeit v = a*'b*~T gestattet keine Fortfiihrung.).

Anwendung von T liefert v = a*+1Sb*+T,

Anwendung von 1, liefert v = a¥b*.

Dies war zu zeigen.



Rechtslinear und regular

Eine kfG hei3t rechislinear gdw. alle rechten Regelseiten haben die Form zA
oder z, wobei z ein Terminalwort ist und A ein Nichtterminalzeichen.

Satz: L ist regular gdw. L ist durch rechtslineare kiG erzeugbar.

Beweis: Es sei A = (Q, X%, d,s,F) ein DEA (mit Z N Q = 0). Fir &(q,a) = q’ wird die Regel
g — aq’ in die simulierende Grammatik G = (X, Q, R, s) aufgenommen; die einzigen anderen
Regeln sind g — A flralle g € F.

Umgekehrt kdnnen die Nichtterminale einer rechtslinearen Grammatik als Zustande eines NEAs
mit “Zustandstbergangen mit beliebigen Wortern” gedeutet werden.

Folgerung: REG C KF.



Eine Anwendung von KfG:
Beschreibung der Syntax (grammatisches Gerust) nattrlicher Sprachen

Satz — NP VP

NP — Artikel Nomen
VP — Verb

Artikel — “der”
Artikel — “die”
Nomen — “Hund”
Nomen — “Hunde”
Nomen — “Katze”
Verb — “beil3en”

Satz = NP VP =2 Artikel Nomen Verb =3 “die” “Hunde” “bei3en”
Satz = NP VP =2 Artikel Nomen Verb =3 “die” “Katze” “beiBen”
Satz = NP VP =2 Artikel Nomen Verb =3 “der” “Katze” “beien”
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Eine Anwendung von KfG: Beschreibung arithmetischer Ausdrucke

Z:{V,—,+,*,/,(,)},N :{E}

Die Regeln seien die folgenden:

E — (E)

E — —(E)

E— (E+E)
E— (E—FE)
E— (ExE)
E— (E/E)
E—v

Beispielableitung:

E= —(E)
= —(E+E)
(E*E)

Hinweis: Der Scanner, ein endlicher Automat, produziert idealerweise als Ausgabe die Eingabe

fir den Parser zwecks syntaktischer Analyse eines Programmtextes.

“Nebensachlichkeiten” wie Zahlen oder Zahlenvariablen werden in einen Statthalter v Ubersetzt.
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Ein Wort hat viele Ableitungen

Rechtsableitung:

E= —(E)

Linksableitung:

E= —(E)

S— N N N N N N N

—
N — —~ —~ —

N e e e N N

S— N e e N N N N
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Ein Syntaxbaum (oder Ableitungsbaum) far
E=(E+E)= (ExE)+E) = (ExBE)+(E—E)) = (v*v) + (v—))

N

Linksableitung: Tiefensuche mit Linksabstieg durch Syntaxbaum
Rechtsableitung: Tiefensuche mit Rechtsabstieg durch Syntaxbaum
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Operatorbaum: ein kompakter Syntaxbaum fur das urspringliche Beispiel
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Ein Kellerautomat, engl. Pushdown automaton, ist ein Sextupel A = (Q, X, I} o, A, F):

e (Q istdas Zustandsalphabet,

e X ist das Eingabealphabet,

e [ ist das Kelleralphabet,

e qqy € Qistder Startzustand (Anfangszustand),

e AC (Qx (ZU{A) xT*) x (Q x I'*) ist die Ubergangsrelation,

e F C Q ist die Endzustandsmenge.
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Konfigurationsiibergange

Konfiguration: C € (Q x * x ')

Erweiterte NEA-Konfiguration, die dritte Komponente modelliert den Kellerinhalt.
Fir zwei Konfigurationen C; und C, mit C; = (q;, wy, ;) definieren wir C; - C,
(Einschrittkonfigurationstbergang) gdw. es gibt Transitionen ((q1, a, «1), (d2, %))
mit wy = aw,, y; = o farein 3 € I'*.

Beachte: a € X U{A}

LA)={we Z* | 3f € F: (qg, W, A) F* (f,A,A)}

Sprachfamilie: PDA
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Ein Beispiel Betrachte

A = ({q0> g, f}> {Cl, b}> {(l}, A) qu {qO> f})
mit folgenden Ubergéngen:

® ((qO)a))\)>(q>a))
e ((q,a,A),(q,a))
e ((q,b,a),(f,A))

e ((f,b,a),(f,A))
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Lemma: L(A) ={a™b™ | n >0} = L.

Beweis: Induktion tiber k > 0 zeigt akb* € L(A): Betrachte hierzu

(qg,a®A) + (q,a* " a) 1 (g,A ¥ und
(g,b%, a®) + (£, b1 a* ) ET (F AN

qo und f akzeptieren ~» L C L(A).



Betrachte umgekehrt w € L(A).

Induktion Uber die Lange k einer Ableitung liefert:

Beh. 1: (g, w,A) F* (g, A, x) => w=x € {a}*

Bew.:k = 0: (q,W,A) F9 (g, A, x) ~w=x=AV

k > 0: (g, w,A\)(F o F* (g, x) gdw. (q,w,A) F (q’, w’,x") F* T (q, A, x).
Inspektion der Ubergange ergibt: q/ = q oder q’ = f.

Im zweiten Fall gibt es keinen Riickweg nach .~ ¢’ = qund aw’ =w, x’ = a.
IH liefert: (q,w’, a) F* 1 (g,A\,x) = w’ € {a}* und x = aw’. ~» x = w € {a}*.

Ahnlich sieht man:
Beh. 2: (f,w, x) F* (f, A\, y) = Fk w = b und x = aky.



Diskutiere w € L(A). Falls w # A, sow = aw’ und
(dp, aw’,A) = (q,w’, a)
(durch Betrachten der maglichen Ubergéange).
Eine weitere Betrachtung offenbart: w € L(A) hei3t w/ = ubv mit
(q,w’,a) F* (q,bv, au) - (f,v,u) F* (f, A\, A)

Geman Beh. 1 bedeutet dies u = ak (fiir irgendein k > 0) und
geman Beh. 2 v = bk.
~w = aftHpktl oW e L



Palindrome Betrachte A = ({q, f},{a, b},{a, b}, A, q,{f}) mit Transitionen

e ((q,a,A),(qg,a))
e ((g,b,A),(q,b))
o ((a,AA), (f,A))
e ((f,a,a),(f,A))

e ((f,b,b),(f,A))

Lemma: L(A) = {wwR | w € {a, b}*}

Frage: Kellerautomat / Zahlerautomat fir {w | w € {a, b}* Aw = wR1 ?
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Kellerautomaten erzeugen kontextfreie Sprachen

Sei G = (X, N, R, S) eine kfG. Betrachte folgende Transitionen:

o ((s,AA) (f,S)),

o fUr jede Regel C — w: ((f,A, C), (f,w)),

e flir jedes Terminalzeichen a: ((f, a, a), (f,A)).

f ist der einzige Endzustand und s der Startzustand.

~ Satz: KF C PDA.
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Die Konstruktion am Beispiel
G = ({a,b},{S},R,S) mitden Regelnry =S — aSbundr, =S — A

Der entsprechende Kellerautomat hat folgende Regeln:
((s,A,A), (f,5)), ((f, A, S), (f,aSb)), ((f, A, S), (f,A)), ((f,a,a), (f,A)), ((f,b,b), (f,A)).

Die Ableitung S = aSb = aaSbb = aabb wird wie folgt simuliert:
1. Initialisierungsphase:

(s, aabb,A) - (f, aabb, S)

2. Simulieren der kfG und 3. Uberprifen der Eingabe:

(f, aabb, S) (f, aabb, aSb) (f, abb, Sb) (f, abb, aSbb)

- (f,bb, Sbb)+ (f,bb, bb)F (f,b,b) (f, A, A)
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Normalformen
Satz: (1) O.E.: Akzeptierung nur durch Endzustande:

Le(A)={we XZ*[If e Fx e T : (qg, w,A) E* (f, A, x)}

Satz: (2) O.E.: Akzeptierung nur durch leeren Keller:
Les(A) ={w € Z*[3q € Q: (do,w,A) = (q,A, 7))

Satz: (3) O.E.: Akzeptierung durch leeren Keller und mit |Q| = 1.

Satz: (4) O.E.: Alle Normalformen mit Kellerbodenzeichen <, d.h.,

Les(A) ={we Z*[3q € Q:(qg,w,<) F* (q,AA)}
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Beweisideen

Satz (4), Grundversion: (a) Jede L € PDA ist so beschreibbar: [6sche zum Schluss < und gehe
dann in den einzigen akzeptierenden Zustand.

(b) Ruckrichtung: Erzeuge Kellerbodenzeichen ganz am Anfang.

Satz (4) mit leerem Keller geht ahnlich.

Satz (1): (a) Jede L € PDA ist so beschreibbar: Der Leerkellertest ist mit dem Kellerbodenzei-
chen implementierbar.

(b) Ruckrichtung: Losche Kellerinhalt, sofern Endzustand erreicht ist und Terminieren nichtde-
terministisch entschieden wird.

Satz (2): (a) Jede L € PDA ist so beschreibbar: fiihre Kellerbodenzeichen ein und gestatte seine
Loschung nur, falls Endzustand erreicht.
(b) Ruckrichtung: Merke in endlicher Kontrolle, ob wenigstens ein Schritt gemacht wurde.

Satz (3): Speichere endliche Kontrolle auf Keller ~» neues Kelleralphabet Q xI'x Q; z.B. simuliere

((q0> a, b)) (q1 y Cd)) durch ((S) a, [q0>b) qZ])) (S> [th) q] [q) d> qZ]))) simuliere ((q()) Cl,b), (q1)7\))
durch ((s, a, [qo, b, q1]), (s,A)); starte mit [qo, <, q] flr bel. Zustand ¢ (es-Version) oder Endzu-

stand q
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kfGs erzeugen PDA-Sprachen

Erinnerung an Normalformensatz:

L € PDA gdw. L wird durch Kellerautomaten mit Kellerbodensymbol < und nur
einem Zustand per Leerkellerakzeptanz beschrieben.

Damit wird die Simulation einfach:

((s,a,A), (s,A)) ~ Regel A — a (inbesondere fiir Kellerbodenzeichen).
((s,a,A),(s,By...By)) ~ Regel A — aBj...B;.

Startsymbol ist neues Zeichen S mit Regeln S — aX fiir Kellerzeichen X mit Transition ((s, a, A), (s, X).

(Hierbei weiterhin benutzt:
(a) O.E. werden beim Kellerautomat nur (und stets) das oberste Kellerzeichen beachtet.
(b) O.E. sind Eingabe- und Kelleralphabet disjunkt.)

~» Satz: KF = PDA.

Hinweis: ahnlich sog. Greibach-Normalform (“lediglich” Zusatz: a € %)
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Die Konstruktionen an einem Beispiel

Welche Sprache akzeptiert der folgende Kellerautomat mit f als Endzustand und
s als Startzustand ?

((s,a,A), (s, A))
((S)b)A)) (f)A
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Die Konstruktionen an einem Beispiel

Welche Sprache akzeptiert der folgende Kellerautomat A mit f als Endzustand
und s als Startzustand ?

((s,a,A), (s, A))
((s,b,A), (f,A))
(f

((f,a, AAA), (f,A))

L(A) ={a’"ba" | n € N.

Beispielakzeptierung:
(s,aaaba,A) + (s,aaba,A) F (s,aba,AA) F (s,ba, AAA) - (f,a,AAA)
(T, A, A).
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Die Konstruktionen an einem Beispiel: Der Weg zur kfG
Was ist “falsch” ?

a) Einlesen von ganzen Wortern vom Keller

b) kein Kellerbodenzeichen / Nichtbeachten des Kellerinhalts
c) falsches Akzeptanzkriterium

d) mehr als ein Zustand
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Die Konstruktionen an einem Beispiel:
(a) Einlesen von ganzen Wortern vom Keller

Losung: FUhre Zwischenzustande ein, die nicht akzeptieren:

((s,a,A),(s,A))

((s,b,A), (f,A))

((f, A, A), (f1,A))

((ﬁ,?\ A), (f2,A))

((f2,a,A), (f,A))

Beispielakzeptierung: (s, aaaba, A) F (s, aaba,A) - (s, aba, AA) F (s,ba, AAA)
(f,a, AAA) F (f1,a, AA) F (fy,a,A) E (f,AA).
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Die Konstruktionen an einem Beispiel:
(b) kein Kellerbodenzeichen (sowie (c) falsches Akzeptanzkriterium)

(SO>7\ }\) ( )
s, a,<), (s, A<))
s,a,A), (s,AA))
S,b <), (f,<))
s,b,A), (f,A))
f,A A), (f1,A))
f]a A), (f2> A)
fz,(l A) ( ))
((f,A, <), (Sf>7\))

Beispielakzeptierung: [(so, aaaba, A) (s, aaaba, <) + (s, aaba, A<)  (s,aba, AA<)  (s,ba, AAA) I
(f,a, AAA<) + (f1,a, AA<) F (fy, a, A<) F (f, A, <) F (s¢, A A).

[] Klammern deuten an: Kann bei expliziter EinfGhrung von < als KBZ unbeachtet bleiben (Keller
startet mit KBZ).

[(
((s
((
((
((
((
(( )
((
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Die Konstruktionen an einem Beispiel:
(d) mehr als ein Zustand; im Folgenden sind r, v/ beliebige Zustande des vorigen
Automaten.

(Wir nehmen explizites KBZ an, dieses heif3e <.) Beispielakzeptierung:

((a,A, <), (a, [s, <, sel<) (d,aaaba,<) F (g, aaaba, [s, <, s¢l<)
((g,4a,ls,< ﬂ),(q,[s A, <,1])) - (q,aaba, [s, A, f][f, <, s <)

((qaa) [S,A,T]),(q,[S,A,T/HT/,A,T])) = (q ab(l [S A fZ][fZ)A ﬂ[f,Q,Sf] )
((q,b,[s,<l,1‘]),(q,[f,ﬂ,ﬂ)) = (qaba> [S A f]][f1)A fZ][fZ A ﬂ[f <])Sf]<])
((q,b,[s,A,T’]),(q,[f,A,r])) = (qaa> [f>A)f1][f1)A fZ][fZ y ][f) ], f]<])
((q>)\>[f>A»f1Da(q> )) |_(q,(l,[f],A,fz][fz)A,ﬂ[f,Q,Sf )

((q>)\> [th)fZ]))( )A)) = (q>a> [fZ)A)ﬂ[f><]>Sf]<])

((q,a, f2, A, f1), (d,A)) = (d, A, [f, <, s¢l<)

((a, A, [, 9, 8¢]), (g, A)) = (d,A, <)

((a,A, <), (g, A)) = (a,AA).
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Die Konstruktionen an einem Beispiel.:
Die zugehoérige Grammatik; im Folgenden sind r, v/ beliebige Zusténde des vor-
vorigen Automaten. (Wir konnen auf das Kellerbodenzeichen verzichten.)

S — [s, <, s¢] Beispiellinksableitung:
[s,<, ] — als, A, r/][v/ < 1] S =Is, <, s¢]
[s,A,r] — als, A, v'][r/, A, 7] = als, A, fl[f, <, s¢]
[s,<, 1] — b[f, <, 7] = aals, A, 1]y, A, fllf, <, s¢]
[s,A,r] — b[f, A, 1] = aaals, A, f1llf1, A, f5llfy, A, f][f, <, s¢]
f,A,f1] = a = aaablf, A, f1l[f1, A, £H]lfy, A, f]lf, <, s¢]
[f1,A,fr] — a = aaablfq, A, fH][fy, A, fllf, <, s¢]
[f5, A, f] = a = aaab(fy, A, fl[f, <, s¢]
1f, <, s¢] — A = aaabalf, <, s¢]

= aaaba.
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Die Konstruktionen an einem Beispiel.:
Links die Arbeitsweise des Normalform-Kellerautomaten,
rechts die der daraus konstruierten Grammatik.

Beispielakzeptierung: Beispiellinksableitung:

(q,aaaba, <) S

= (q>aaaba> [S)<]>Sf]<]) = [S,<|,Sf]

= (q> aaba) S, ,ﬂ[f,<], Sf]<]) = G[S,A,ﬂ[f,ﬂ S ]

= (q> Clel, S)A>f2] [fZ>A>ﬂ [f,<],3f]<]) = aa[s,A,fz] [fz ﬂ[ 4, S ]

= (qg,ba, [s, A, f1llf1, A, f2][f2, A, f]lf, 9, s¢]<) = aaals, A, fi][f1, f ][fz,A f][f, <, s¢]
- (q> a, [f)A) 1][f1)A>fZ] [fZ) )f][f)<]>sf <]) = aaab[f,A,f1][f , 2] [fz,A ﬂ [f q, Sf]
= (q) a, [fbA)fZ] f2>A)ﬂ[f><])sf]<]) = aaab[f],A f ][ 2, ,ﬂ[ q, Sf]

= (q> a, [f2>A) ﬂ [fa ], Sf]<]) = aaab[fz,A ﬂ [f, ,Sf]

= (g, A, [f, <, s¢]<) = aaabalf, <, s¢]

= (d,A, <)

= (g,AA). = aaaba.

31



