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Aquivalenzrelationen

Eine Aquivalenzrelation ist eine binare Relation GUber M, die reflexiv, symme-
trisch und transitiv ist.

Beispiel: Allrelation und Diagonale sind Aquivalenzrelationen.
Beispiel: R = {(a,b), (b, a)j U Ary y, g st eine Aquivalenzrelation.

Beispiel: Betrachte das Warenangebot eines Supermarktes. Die Preisgleichheit
liefert eine Aquivalenzrelation auf der Menge der angebotenen Waren.

Beispiel: Rm = {(a,b) € Z2: m | (a — b)}. Eigenschaften nachrechnen!
Schreibweise: a = b mod m statt aRmb.




Partitionen

Es sei M eine Menge, M # (). Eine Zerlegung, Klasseneinteilung oder Partition
von M ist eine Mengenfamilie Z C 2M mit:

1. M =UpacsA.

2. 0 ¢ Z.

3. VA,BEZ:ANB#0 = A =B.

Die Elemente von Z heifl3en auch Klassen.



Partitionen und Aquivalenzrelationen

Lemma: Eine Klasseneinteilung Z von M induziert eine Aquivalenzrelation ~
tuber M durch a ~, b <= aund b liegen in derselben Z-Klasse.

Lemma: Ist R eine Aquivalenzrelation {iber M, so ist

( )

Zg={{a€M|aRb}|beM}

\ =:[b]r )

eine Zerlegung von M, die so genannte Quotientenmenge, oft geschrieben M /R.
b heiBt auch Reprasentant der Aquivalenzklasse [blg.

Genauer gilt: Lemma: Ist R AR, so gilt R = (~z,).



Partitionen und Aquivalenzrelationen: Beispiele

Beispiel: Allrelation: [x]pxym = M fUr alle x € M.

Beispiel: Diagonale: [x]AM = {x]} fir alle x € M.

Beispiel: Rm C Z x Z: Aquivalenzklassen sind [0], [1], ..., [m — 1].

Zwei ganze Zahlen sind aquivalent gdw. sie lassen beim Teilen durch m densel-

ben Rest.
Schreibweise: Zm = Z/Rm.




Partitionen und Aquivalenzrelationen: Q als Beispiel

Wir hatten bislang verschiedentlich N axiomatisch eingefuhrt.
Daraus konnte man Z einfihren als Quotientenmenge auf {4+, —} x N mit der
Aquivalenzrelation (v,n) ~ (v/,n/)gdw. n =n’A (v=v/Vn =0).

Uber M = Z x (Z \ {0}) definiere: (a,b) ~ (a’,b’) <= ab’ = ba’. Dann
ist die Menge der rationalen Zahlen QQ definiert als Q = M/ ~.

Statt [(a, b)] € M/ ~ schreiben wir auch ¢.

(a,b) und (a’,b’) liegen in derselben Aquivalenzklasse gdw. P = g—: gdw.
ab’ = ba’.



Weiter Satze und Begriffe

Satz: Sind R und S AR (iber M, so auch RN S.
Beweis: an der Tafel

Satz: Es seien Rund S AR iiber M. Ro S und So R ist AR gdw. Ro S ist AR gdw.
esgitRoS=SoR.
Beweis: an der Tafel

Die Aquivalenzhiille von einer bindren Relation R hei3t auch von R induzierte
Aquivalenzrelation, geschrieben R.



Induzierte Aquivalenzrelation—ein Beispiel

SeiM ={a,b,c, e, d,f}und

R ={(a,b),(c,b),(d,e), (e, 1)}

Konstruiere Aquivalenzhdlle Rt von R.

RE ist symmetrisch ~ Apq C Rf.

RY ist reflexiv ~» R™ C Rf.

Transitivitat liefert vier weitere Paare (welche ?)
Die Aquivalenzklassen von R¥ sind:

[a] ={a,b,c}und [d] ={d, e, f}.

Graphentheoretische Interpretation: R ist Kantenrelation; die induzierten Aquiva-
lenklassen sind die schwachen Zusammenhangskomponenten. (siehe Tafelbild)
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Induzierte Aquivalenzrelationen—ein Satz

Satz: Fur R C M x M gilt:

RE =(RURTUAM)T =(RURT)TUAy.

=S =T

In Worten:
RT ist die reflexive Hlle der transitiven Hulle der symmetrischen Hdlle von R.

Graphentheoretische Interpretation: xRfy gdw. es gibt in dem ungerichteten
Graphen mit Knotenmenge M und Kantenmenge RU R™ einen Weg von x nach
y (evtl. der Lange null). ~» Begriff des schwachen Zusammenhangs.
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Induzierte Aquivalenzrelationen—ein Satz

Satz: Fur R C M x M gilt:
RE =(RURTUAM)T =(RURT)TUAy.

\ N

=S =T

Beweis: Wegen Ay UR™ C SN T sind S und T reflexiv und symmetrisch; S und T sind per def.
transitiv. ~» S und T sind AR, d.h., RC R C T C S.
Angenommen, es gabe (x,y) € S, (x,y) € R}.
Wohlordnungsaxiom ~» es gibt minimales n mit der Eigenschaft, dass es irgendwelche (s,u) €
(RUR™ UAM)™ gibt mit (s,u) ¢ R.
Klar:n > 1,denn R 2 (RUR"UAMm) = (RUR™ UAM)!
~ Jt(s,t) € (RURTUAM™ A (t,u) € (RURTUAM)
n minimal ~ (s, t) € Rf; “klar”: (t,u) € R§; also: (s, u) € R}, da R§ transitiv.
Hinweis: Alternative: Induktionsbeweis
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Starker Zusammenhang
Satz: Fir R C M x M gilt: R’ ;= R* N (R™)* ist eine AR.

Graphentheoretische Interpretation: xR’y gdw. es gibt in dem gerichteten Gra-
phen mit Knotenmenge M und Kantenmenge R einen Pfad von x nach y (evil.
der Lange null) und es gibt in dem gerichteten Graphen mit Knotenmenge M
und Kantenmenge R~ einen Pfad von x nach y (evtl. der Lange null). .

~» Begriff des starken Zusammenhangs.

Die Aquivalenzklassen sind die starken Zusammenhangskomponenten.

Ein Graph heil3t stark bzw. schwach zusammenhangend gdw er besitzt nur eine
starke bzw. schwache Zusammenhangskomponente.

FUr ungerichtete Graphen fallen die beiden Zusammenhangsbegriffe zusam-
men; man spricht dort daher einfach vom Zusammenhang.

13



Noch zwei Beispiele

Beispiel: Es sel M die Menge aller Menschen.

R sei gegeben durch: xRy gdw. x ist Elternteil von y.
Was bedeutet xRty (in Worten) ?

Beschreibe R’ (wie soeben definiert).

Beispiel: Vor einigen Vorlesungen hatten wir die wohlgeformten aussagenlogi-
schen Ausdriicke eingefiihrt. Ist der dort eingefiihrte Aquivalenzbegriff eine AR
auf der Menge der w.a.A.?
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noch etwas Graphentheorie

Baume kann man rekursiv wie folgt definieren:

o T =(V,0)ist ein Baum, falls V nur einen Knoten enthalt.

e Sind T] = (V],E]) und TZ = (Vz,Ez) Baume mit V] M Vz — (), so wahle
v € Vi und vy € V5 beliebig; dannist T = (V; UV, E1 U Ey U{vy,vy}) ein
Baum.

e Nichts anderes sind Baume.
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noch etwas Graphentheorie

Satz: Ein ungerichteter schlichter Graph G = (V,E) mitn > 1 Knoten und m
Kanten heil3t Baum gdw. eine der folgenden aquivalenten Aussagen zutreffen:

1. Zwischen je zwei Knoten gibt es genau einen einfachen Weg.
2. G ist zusammenhangend, und es gilt n — 1 = m.
3. G ist zusammenhangend, aber G — e ist nicht zusammenhangend flr beliebige e € E.

4. G enthalt keinen Kreis (ist azyklisch, kreisfrei oder Wald), aber durch Hinzuflgen irgendei-
ner Kante (genauer: einer Zweiermenge aus V), die nicht in E liegt, entsteht ein Kreis.
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Veranschaulichung der Zusammenhange

Big Bad Joe hat im Staate Kalifornien (CA) mal wieder einen Coup gelandet. Jetzt muss er sich
nach Pennsylvania (PA) zu seinen Freunden in Sicherheit bringen. . ..
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http://www.matheprisma.de/Module/Graphen/index.htm
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