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Spezielle Relationen

e Aquivalenzrelationen

e Halbordnungen

e Funktionen




Quasiordnung
Eine reflexive und transitive Relation R Uber M heif3t auch Quasiordnung.

Beispiel: Jede Aquivalenzrelation ist eine Quasiordnung.
Genauer gilt: Eine Quasiordnung ist genau dann eine Aquivalenzrelation, wenn
sie symmetrisch ist.

Beispiel: Betrachte Uber der Menge C der komplexen Zahlen die Relation y <
z — lyl <zl.
Beobachte: < ist weder symmetrisch noch antisymmetrisch.

Satz: Ist R eine Relation Uber M, so ist R* die kleinste R umfassende Quasiord-
nung.



Halbordnungen

Eine antisymmetrische Quasiordnung R tUber M heifl3t auch Halbordnung (auf
der gegebenen Grundmenge). Gilt xRy, so hei3t x auch Vorgangervony undy
Nachfolger von x.

Beispiel: < oder > auf R sind Halbordnungen.
Beispiel: < auf C ist keine Halbordnung.
Beispiel: Die Teilerrelation ist eine Halbordnung auf N, aber nicht auf Z.

Beispiel: Auf der Potenzmenge von M ist C oder auch O eine Halbordnung.
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Lineare Ordnungen

Eine Halbordnung < auf M heif3t linear (total) gdw. Vx,y € M(x <yVy < x).
Zwei Elemente x,y € M hei3en vergleichbar gdw. (x <y Vy < x); andernfalls
heil3en sie unvergleichbar. Die HO < ist also linear gdw. alle Elemente von M
untereinander paarweise vergleichbar sind.

Satz: Ist Vergleichbarkeit transitiv, so ist sie eine Aquivalenzrelation.

Dann gilt: Eine HO ist linear gdw. die von ihr induzierte Vergleichbarkeitsrelation

hat nur eine Aquivalenzklasse.

Beispiel: Lexikalische Ordnung in einem Worterbuch



Lineare Ordnungen sind eminent wichtig far unser Leben (als Informatiker)
Bezeichnungen fur “Computer”: ordinateur / ordenador

“Ordnen” (Sortieren) ist die “Rechnertatigkeit”, die am meisten Rechenzeit welt-
weit benotigt.

FUr manche “gutartige” Sortierverfahren ist es entscheidend fir ihre Laufzeit,
wie “wenig linear” die Eingangsreihenfolge ist.



Halbordungsrelationen: ein Beispiel zum Hasse-Diagramm
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Bei diesem Hasse-Diagramm werden “passende” unvergleichbare Elemente auf
einer Ebene dargestellt.

Uberfihrung in “normale” Graphendarstellung einer Relation durch:
(a) Einfligen von Pfeilspitzen (nach oben),

(b) Einfligen von Schlingen (Reflexivitat),

(c) Einflgen weiterer Bogen (Transitivitat)



echte und unmittelbare Nachfolger / Hasse-Diagramme

Es sei < eine Halbordnung auf M. z € M heil3t unmittelbarer Nachfolger von
x € M, falls (1) x < z,(2) x #zund (3) fallsaus x <y <zy=xodery =z
folgt. Gelten nur (1) und (2), so heil3t z echter Nachfolgervon x, i.Z. x < z.
Hinweis: Im Hasse-Diagramm werden genau die Kanten dargestellt, die zur Relation “unmittel-
barer Nachfolger” gehoren.

Hinweis: Entsprechend definierbar: echter Viorganger, unmittelbarer Vorganger

Satz: Ist R die zu der Halbordnung < auf M gehdrige Relation des echten Nach-
folgers, so ist < gerade die reflexive Hulle von R.

Satz: Ist R die zu der Halbordnung < auf M gehorige Relation des unmittelbaren
Nachfolgers, so ist < gerade die reflexive transitive Hulle von R.

Beispiel: Teiimengenhalbordnung von {a, b, c}.



Restriktionen

Ist R eine Relation Gber M und ist N C M, so heif3t <y:= (<NN X N) Restriktion
von R auf N.

Satz: Mit < ist auch <y, Quasiordnung bzw. Halbordnung bzw. lineare Ordnung.

Daher steckt ein Prinzip: Uber Allaussagen definierte Eigenschaften tibertragen
sich durch Restriktion.

In einer Halbordnung (M, <) heif3t K C M Kette gdw. die Restriktion von < auf
K eine lineare Ordnung ist.
Eine Kette K heil3t maximal, wenn es keine K umfassende Kette gibt.

Maximalkettenprinzip von Hausdorff / Birkhoff.
In jeder halbgeordneten Menge gibt es maximale Ketten.
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Sortieren—formal

Es sei (M, <) eine totale Ordnung (z.B.: lexikalische Ordnung oder gewohnliche
Anordnung der ganzen Zahlen) und N C M eine endliche Menge mit totaler
Ordnung R (z.B.: (reflexive Hulle der) Anordnung im Speicher). N heif3t sortiert
bzgl.< gdw. R =<y;.

~» einfacher Sortieralgorithmus:
Solange Ix,y € N,x #Zy : xRy Ay < x: R:= (R\ {(x,y)}) U{(y,x)}.

~» lterative Variante: Blasensortieren (Bubblesort)
Es werden immer nur Nachbarn (bgzl. R) verglichen.
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Iterative Variante: Blasensortieren (Bubblesort)
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Fertig sortiert.
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klein und groB...

Es sei (M, <) eine Halbordnung und @ £ N C M.

x € N heil3t groBtes Elementvon N, wennVy € N :y < x.

x € N hei3t kleinstes Elementvon N, wennVy € N : x < y.

x € N heif3t maximales Elementin N,wennVy e N:x <y — y
x € N heif3t minimales Elementin N,wennYy e N:y <x — y
x € M heil3t obere Schranke von N, wennVy € N :y < x.

x € M hei3t untere Schranke von N, wenn vy € N : x <.

Eine kleinste obere Schranke heif3t auch obere Grenze oder Supremum.
Eine groBte untere Schranke heif3t auch untere Grenze oder Infimum.

X.
X.

Satz: Eine Menge N besitzt ein grof3tes Element

gdw. eine obere Grenze liegtin N

gdw. eine obere Schranke liegt in N.

Grof3te Elemente und obere Schranken einer Menge sind eindeutig bestimmit.

Beispiel: Teilmengenhalbordnung von {a, b, c}.
Beispie: 0 <2 <4 <--- <1<3<5<---aufN.
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oh wie wohl...

Eine Wohlordnung auf einer Menge M ist eine totale Ordnung mit der Eigenschaft, dass jede
nichtleere Teilmenge von M ein bzgl. dieser Ordnung kleinstes Element hat. Die Menge M
zusammen mit der Wohlordnung heif3t eine wohlgeordnete Menge.

Beispiel: Die (N, <) ist eine Wohlordnung, aber weder die gewdhnliche Anordnung der ganzen
Zahlen noch die der positiven reellen Zahlen ist eine Wohlordnung.

FOr die Algorithmik wichtig: noch allgemeinerer Begriff der Wohlquasiordnung.

Wohlordnungssatz / Wohlordnungsprinzip: Jede Menge kann wohlgeordnet werden.
Hinweis: Aquivalent zum Maximalkettenprinzip und zum Auswahlaxiom.

Transfinite Induktion verallgemeinert die uns bekannte Induktion auf beliebige wohlgeordnete
Mengen: Sei (M, <) eine Wohlordnung und 0 bezeichne das kleinstes Element. Will man bewei-
sen, dass die Eigenschaft P fur alle Elemente von M zutrifft, dann beweist man bei transfiniter
Induktion folgendes:

— P(0) ist wahr.

—Wenn 0 < a, a # 0und P(b) ist wahrist fir alle b < a, b # a, dann ist auch P(a) wahr.

Wohlordnungsprinzip ~» Induktion ist potentiell immer anwendbar.
Definitionen mit transfiniter Rekursion erstmals von J. von Neumann (1928).
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Ein informatisches Inklusionsdiagramm: Der Komplexitatszoo
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http://www.math.ucdavis.edu/~greg/zoology/diagram.xml

