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Summenregel |

Satz: Sind A und B disjunkte endliche Mengen, so qilt:
A UB|=|A|+ |B|.

Beweis: Die Aussage ist trivial fir [B| = 0, also B = 0.

Die Aussage ist ebenso klar fliir |B| = 1, also B = {a} fliirein a ¢ A. (*)

Im IS nehmen wir an, die Aussage wirde fir alle B mit [B| < n gelten.

Betrachte ein B mit |B| = n + 1. Also ist B # 0.

Wahle b € B willkirlich, aber fest. Auf B’ = B \ {b} lasst sich die IV anwenden.

~ |[AUB’| = |A|+ |B/|.

Wegen (*) gilt AUB| = [(AUB’)u{b}|=|A|+ (IB'|+ 1) =|A|+ |B’ U{b}| = |A| + [B|. ~ Beh.
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Summenregel Interpretation

Manchmal ist es hilfreich fur das Verstandnis, Mengen moglicher Versuchsausgange
eines Experimentes zu betrachten.

Angenommen, wir konnten flr einen Versuch die moglichen (endlich vielen) Er-
gebnisse in zwei Typen klassifizieren: Typ A bzw. B.

Das soll bedeuten, dass jeder Versuchsausgang vom Typ A oder vom Typ B ist,
aber nicht von beiden Typen.

Gibt es na viele Ausgange vom Typ A und ng viele vom Typ B, dann gibt es
n = np + ng viele Versuchsausgange insgesamt.



Summenregel Il (allgemein)

Satz: Sei k € N und Aq,..., Ay seien endliche, paarweise disjunkte Mengen.
Dann gilt:

k
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K
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Beweis: Die Aussage stimmt far k < 1.



Angenommen, sie gilt fir Vereinigungen von hochstens k — 1 Mengen, k > 1. Dann gilt:
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Produktregel

Satz: Sind A und B endliche Mengen, so gilt:

A x B| =|A]| x |B].

Far Mengen A, ..., Ay, k € N, definieren wir rekursiv:
({0}, k=0
k A1, k=1

: k—1
i=1 (XAi)XAk, k> 1
i=1
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Satz: Sei k € Nund Aq,..., Ay seien endliche Mengen. Dann gilt:

k k
X Al =]]IAil
=] i=1

Beweis: vollig analog zur Summenregel durch verschachtelte Induktion:
also: 1. Induktion Uber k und
2. im Induktionsschritt Induktion Gber die Machtigkeit der zweiten Menge; diese “innere Induktion”

ist im Beweis des vorigen Satzes “versteckt”.



Nachtrag: gerichtete Baume

Ein gerichteter Baum hat folgende Eigenschaften:

Seine Wurzel hat als einziger Knoten Ingrad null.

Seine Blatter haben als einzige Knoten Ausgrad null.

Alle Knoten auf3er der Wurzel haben Ingrad eins; der unmittelbare Vorgangerknoten heif3t auch
Elternknoten.

Alle Knoten auBBer den Blattern haben Ausgrad ungleich null; die unmittelbaren Nachfolgerkno-
ten heil3en auch Kindknoten.

Satz: Es gibt genau einen gerichteten Pfad von der Wurzel zu jedem Knoten.

Beweis: Betrachte zwei Pfade p, p’ von der Wurzel zu einem Knoten x.

Angenommen, der knotenweise Vergleich der zwei Pfade “von hinten” liefert einen Knoten y, der
bzgl. p bzw. bzgl. p’ zwei verschiedene Vorganger z und z’ hatten.

Dann hatte y einen Ingrad echt groBer als Eins, Widerspruch ! Also sind p und p’ identisch.



Baumdiagramme

Die Produktregel kann man sich mit einem Baumdiagramm veranschaulichen.
(Achtung: gerichtete Baume)

Beispiel: Wie viele Binarzahlen mit drei Ziffern gibt es ?

Da drei Entscheidungen zu fallen sind (fur jede Ziffer eine), haben Pfade von der
Wurzel bis zu den Blattern stets die Lange drei.

Da es sich um binare Entscheidungen jeweils handelt, hat jeder Knoten, der kein
Blatt ist, zwei Kinder.

Durch Abzahlen der Blatter sehen wir die Losung: acht.

Dies liefert auch die Produktregel: [{0, 1} x {0, 1} x {0, 1}] = 23 = 8.



Ein ausfuhrliches Beispiel

In einigen (alteren) Programmiersprachen beginnt jeder Variablenname mit ei-
nem der 26 Buchstaben des Alphabets.

Anschliel3end folgen bis zu sieben weitere Zeichen, wovon jeder entweder ein
Buchstabe oder eine der Ziffern 0 bis 9 ist.

Wie viele verschiedene Variablennamen gibt es ?

Wir konnen die Menge A der Variablennamen in 8 disjunkte Teilmengen auftei-
len: A; bezeichne all Variablennamen der Lange i,i=1,...,8.

Summenregel ~ [A| = [Aq] + [Ag| + [Az] + A4l + |As| + [Agl + [A7] + |Agl
Offensichtlich gilt: |A¢| = 26.

Die Menge der Buchstaben und Ziffern hat nach der Summenregel 36 Elemente.
Die Produktregel liefert: |A;| = 26 - 36" 1.
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Eine hilfreiche Formel: die geometrische Reihe

Satz: Fir Zahlen a und n € N gilt:

i ant! — 1
al

= a—1
Beweis: per Induktion: IAn =0 v'. Zum IS; betrachte n > O:

n-+1

a

n+1

— 1

n . n—1I . . n_ 1 o n
;a _<§a>+a :C;—1 +aa—1a -

Das liefert im vorigen Beispiel:

Lo 368 — 1 b
A =26- Z36 — 26 - = ~ 102,

1=0

a—1
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Ein leichtes Korollar: Potenzen

Wir konnen das (kartesische) Mengenprodukt von gleichen Mengen auch in Po-
tenzschreibweise notieren, d.h.:

Mn — M X oo X ]\/L
n mal
M™ beinhaltet also alle n-Tupel von Elementen aus M.

Ubung: Definieren Sie Mengepotenzen genauer induktiv !
Folgerung: |[M™| = |M|™. Beweis: Produktgesetz
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Inklusions-Exklusionsprinzip | Venn-Diagramme an der Tafel

Satz: Seien A und B endliche Mengen. Dann gilt:
A UB| =|A|+ |B|—]ANB|.

Beweis: Flhre einen Induktionsbeweis Uber die Gro3e von B.

IA: Bl=0~B=0~ANB=0~|A|=|AUB|=|A|+|B|—|ANB|=|A|+0-0.

IV: Wir nehmen an, die Aussage gelte fur Mengen B der Grol3e hochstens n.

|IS: Sei B eine Menge mit n + 1 > 1 Elementen. Der Fall A N B = () ist durch die Summenregel
abgedeckt. Wahle daher b € A N B beliebig, aber fest.

Auf B’ = B \ {b} kdnnen wir die Induktionsvoraussetzung anwenden.

~ |AUB/|=|A|+|B/|— |ANB’.

Fernerist (1) AUB =A UB’und (2) (ANB’)N{b} = 0. Wegen (2) liefert die Summenregel flir
ANB=(ANnB)uUu{b}l|[(ANB)U{b}l=I|(ANB’)|+1.Also:

IAUB|] = |AUB/
Al + B’ —|AN B/
= |A[+(B|—=1)—=(|JANB[—1)
= |A|+|B|—|A N B|
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Inklusions-Exklusionsprinzip: ein Beispiel

Wie viele Folgen der Lange acht Uber der Menge {0, 1} fangen mit Null an oder
enden mit 11 ?

A={we{0,18]3Ixec{0,1V :w=(0x)
B={wec{0,1}®3y c{0,1}°:w=(y,1,1)}
ANB={we{0,1832{0,1°:w=1(0,2,1,1)}

~|AUB|=|A|+|B|— |ANB| =27 +26_2=160.
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Inklusions-Exklusionsprinzip |

Saiz: Es seien A, B, C endliche Mengen. Dann gilt:

AUBUC|=|A|+B|+|C|—([ANB|+|ANnC|+BNC|)+|AnBnNC|.

Beweis: ([AUB)UC|=|AUB|+|C|—|(AUB)NC|
=|A|+B|+|C|—|ANB|—[(ANC)uU (Bn C)|

= |A|+|B|+|C|—|ANB|— (JANC|+BNC|—]ANBNC|)
Ein Induktionsbeweis ist viel aufwandiger (siehe Meinel-Buch).

Die Formel lasst sich weiter verallgemeinern.
Man muss immer wieder alternierend “zuviel gezahlte” Elemente abziehen bzw.
zuviel abgezogene Elemente draufzahlen.
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Inklusions-Exklusionsprinzip |

Zum Formulieren des allgemeinen Prinzips benotigen wir noch eine Schreibwei-
se: Fir eine Menge A und eine natlrliche Zahl k (meist: 0 < £ < |A]) bezeichnet

A
Y
die Menge der {-elementigen Teilmengen von A.

Satz: Es seien Ay, ..., Ay_1 endliche Mengen. Dann gilt:

: é(”kﬁ Z ﬂ Aj
— K] jel
“(Y)
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Funktionenanzahlen |

Schreibweise: B/ ist die Menge aller Funktionen von A nach B.

Satz: Fiir endliche Mengen A, B gilt: [BA| = |B|IAL

Beweis: Jedem Element aus A kdnnen |B| verschiedene Elemente zugeordnet werden. Die Zu-
ordnung der Elemente aus B erfolgt unabhangig far verschiedene Elemente aus A. Mit einfacher
Induktion Gber die Gro3e von A folgt daher:

BA| = [Bl---[B| =BV

|A| mal
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Potenzmengen

Ahnlich wie in der letzten Vorlesung gilt auch im endlichen Fall:
Satz: Fiir jede endliche Menge M gilt: 2M und {0, 1M sind gleichméchtig.
Beweis: Uber Indikatorfunktion xn zu N C M

Aus dem Zusammenhang mit Indikatorfunktionen folgt unmittelbar:
Satz: Fiir jede endliche Menge M gilt: (ZM‘ = 2M]
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Binomialkoeffizienten

Gilt n = |A|, so schreiben wir auch:

(1)=I(%)

und nennen den linken Ausdruck Binomialkoeffizienten, gelesen n tber L.
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Binomialkoeffizienten—ein kombinatorischer Beweis

Satz: ;' ( Tg ) = 2"

Beweis: Wir flihren einen kombinatorischen Beweis:
Es sei A eine n-elementige Menge.
Fir die Potenzmenge wissen wir: |24| = 2™,

Die Potenzmenge lasst sich beziglich der Machtigkeit in Klassen einteilen.

Daher liefert die Summenformel:

()25 ()=

Ein Induktionsbeweis ist viel aufwandiger (siehe Meinel-Buch).
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Funktionenanzahlen |

Erinnerung: Fakultatsfunktion

Satz: Es sei A eine endliche Menge. Die Anzahl der injektiven Funktionen f :
A — A betragt (|A])!.

Beweis: per Induktion tber die Machtigkeit von A

Fir A = () stimmt es; die einzige Funktion in @ ist injektiv. (Warum ?)

Betrachte eine n-elementige Menge A, n > 1.

Wahle a,b € A beliebig. A’ = A\ {a}und A” = A \ {b} sind gleichmé&chtig.

Nach IV gibt es (n — 1) ! viele Injektionen von [n — 1] nach [n — 1].

Jede dieser Injektionen g liefert, komponiert mit Bijektionen ¢ : [n—1] — A’und{ : [(n—1] — A”
eine Injektion f von A nach A mit f(a) = b vermdge f(x) =P (g(d~'(x))) firx € A’.
Umgekehrt liefert jede Injektion f von A nach A mit f(a) = b eine Injektion g : [n — 1] — [n — 1]

mit g(3) =¥~ (f(b(3))).
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Die Summenformel liefert nun die Behauptung (fir “unser” a € A):

{f: A — A | fistinjektiv}] = U{f : A — A | fistinjektiv/\ f(a) = b}
beA
= Y H{f:A— A|fistinjektiv A f(a) = b}|
beA
= ) (m=1!=Aln—1)!=n!
beA
Auch hier gabe es ein alternatives kombinatorisches Argument:
Betrachte A = {a, ..., an}.

Dem ersten Element a; kdbnnen n verschiedene Elemente zugeordnet werden.
Wegen der Injektivitat konnen dem zweiten Element a, nur noch n — 1 verschiedene Elemente
zugeordnet werden usw.

Dem letzten Element a,, kann dann nur noch ein Element zugeordnet werden.



