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Diskrete Stochastik

...ist ein vornehmes Wort fir die bekannte (?) Wahrscheinlichkeitsrechnung.

Im Gegensatz zur kontinuierlichen Stochastik legen wir fest:
Eine abzahlbare Menge heil3t auch Ereignisraum.
Die Elemente eines Ereignisraums heil3en elementare Ereignisse.

Deutung: Ein Zufallsexperiment liefert ein Ergebnis, das nicht genau vorherzu-
sagen ist. Jedes mogliche Ergebnis nennt man auch elementares Ereignis.



Diskrete Stochastik—Beispiele

Beispiel: Ein Minzwurfhat zwei elementare Ereignisse: “Kopf” (oben) oder “Zahl”.
Beispiel: Der Wirfelwurf hat sechs elementare Ereignisse.

Beispiel: Unter Vernachlassigung der Zusatzzahl sind elementare Ereignisse
des Lottos “6 aus 49” alle 6-elementigen Teilmenge der natirlichen Zahlen zwi-

schen 1 und 49.

Der Ereignisraum in den Beispielen umfasst 2 bzw. 6 bzw. 13983816 Elemente.



Ereignisse sind Teilmengen des Ereignisraums.

Beispiel: Der Ereignisraum des Wiirfelns mit zwei Wiirfeln umfasst 36 = {1, ..., 6)¢|
Elemente.
Das Ereignis, die Augensumme 7 zu wurfeln, ist die Teilmenge:

{(1,6),(2,5),(3,4),(4,3),(5,2),(6,1)}.

Beispiel: Wie viele Elemente enthalt das Ereignis, dass der Lotto-Tipp {2,5,6,8,12, 14}
genau funf der gezogenen 6 Zahlen enthalt ?



Wahrscheinlichkeitsdichte und -verteilung

Eine Funktion P, die jedem Elementarereignis x € S eine nichtnegative Zahl
P(x) zuordnet, hei3t Wahrscheinlichkeitsdichte oder Wahrscheinlichkeitsfunkti-
on, falls 3, s P(x) =1 gilt.

P lasst sich leicht auf Ereignisse verallgemeinern durch P(A) = > , A P(x) und
wird dann auch als Wahrscheinlichkeitsverteilung angesprochen.



Eigenschaften

1 > P(A) > 0 flr jedes Ereignis A.
P(A UB) =P(A) + P(B) fir disjunkte Ereignisse A, B.
(B\ A) = P(B) — P(A) und P(A) < P(B) fiur A C B.
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Axiomatischer Zugang
Das Paar (S, P) heiB3t diskreter Wahrscheinlichkeitsraum, wenn gilt:

1. S ist eine abzahlbare Menge.

2.P:2° — R erfilllt:

(2a) VA C S : P(A) > 0 (Nichtnegativitat)

(2b) P(S) = 1 (Normiertheit)

(2c) fur jede Folge (An)nen paarweise fremder Mengen aus S gilt:

P(U An) =) P(An)  (c-Additivitat)
neN neN

P hei3t dann auch ein (diskretes) Wahrscheinlichkeitsmal3.



Beweise der Eigenschaften (ausgehend von der Axiomatik)

Betrachte Ag =Sund An =0 firn > 1.~

1=P(S)=P(|J An) = Z P(An) =P(S)+P(@)+P@)+---=1400-P(0D)
neN neN

~ P(0) =0.

Es seien A und B disjunkt. Betrachte Ag = A, Ay =Bund An =0 flirn > 2. ~

P(AUB) =P( |J An) = ) P(An) =P(A)+P(B)+P(0)+ -- = P(A)+P(B)+0
neN neN

Also gilt: P(A U B) = P(A) + P(B).

1=P(S)=P(AUA) =P(A) +P(A)~ (1) P(A) =1—P(A) ~ (2) P(A) < 1
(wegen P(A) > 0)



Fir A C B qilt: B= (B \ A) U A (disjunkte Vereinigung)
~> (1) P(B\A) =P(B) —P(A) und (2) P(A) < P(B) (wegen P(B\ A) > 0)

Wegen der o-Additivitat des Wahrscheinlichkeitsmaf3es ist es durch die Festle-
gung der Wahrscheinlichkeiten der Elementarereignisse (also durch die Wahr-
scheinlichkeitsdichte) schon vollstandig beschrieben.



Zusammenhang mit der Kombinatorik

Einfachster Fall: Alle elementaren Ereignisse sind gleichwahrscheinlich.

Dann qilt: vx € S : P(x) = 1/|S|. (Gleichverteilung)

FUr ein Ereignis A C S gilt somit:

A
= ¥ Pl =
XEA ‘ ‘
Es kommt daher essentiell darauf an, die Elemente von A zu zahlen.
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Das Geburtstagsproblem

Wie viele Gaste muss man zu einer Party einladen, demit mit Wahrscheinlichkeit
> % zwei Gaste am selben Tag Geburtstag haben ?

Vereinfachende Annahmen: Es gibt 365 Tage im Jahr und alle Tage seien flir Geburten gleich-
wahrscheinlich; zudem sei unsere Gasteauswahl nicht z.B. auf Gaste konzentriert, die am 2.1.
geboren wurden.

Der Ereignisraum Sy, der sich durch Einladen von k Gasten ergibt, lasst sich durch [365]* be-
schreiben, d.h., |Sy| = 365% nach der Potenzregel.
Das Ereignis E, dass alle Gaste an verschiedenen Tagen Geburtstag haben, lasst sich als Men-

ge der k-Permutationen von [365] ansehen, d.h., |E| = [ 3]6<5 ]

Also gilt: P(E) = 22364365 ki1)
~» 23 Gaste gentigen !

PS: Auf dem Mars mit 669 Tagen miusste man 31 Gaste einladen.
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Wiederholte Munzwurfe

Ein Manzwurf lasst sich auch durch den Weg einer Kugel in folgendem Dia-
gramm (einfachstes Galton-Brett) von oben nach unten veranschaulichen.

Sind wir nur an der Zahl j der Zahl-oben-Ereignisse bei einem wiederholten
Mulnzwurfexperiment interessiert, so entspricht dies der Zahl der Kugeln im j-ten
Fach des n-fach kaskadierten Galtonbretts. n tber j von insgesamt 2™ Mdglich-
keiten (elementaren Ereignissen) beinhaltet dieses Ereignis.
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Bernoulli-Experimente: MunzwUrfe mit Wahrscheinlichkeit p far “Zahl”

b(k;n,p): Wahrscheinlichkeit, bei n unabhangigen Wiederholungen eines Bernoulli-
Versuches mit Wahrscheinlichkeit p fur “Zahl” genau k mal “Zahl” zu werfen.

Satz: (Binomialverteilung) b(k;n,p) = ( T]z ) pK(1 —p)k,
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Beweis: durch Induktion Gber n.:

IAn=1Vv

|V: Die Behauptung gelte fir n = m.

IB: Die Behauptung gilt firn = m + 1.

Es gibt zwei Moglichkeiten, mit m + 1 Versuchen genau k Zahlen zu werfen.

1. Im m + 1. Versuch wird “Kopf” geworfen, aber in den vorigen m Versuchen genau k-mal Zahl.
2. Im m + 1. Versuch wird “Zahl” geworfen und in den vorigen m Versuchen genau (k — 1)-mal
Zahl.

b(k,m+1,p) =

(
¥
|

k;m,p)(1—p)+blk—T,m,plp

?2 ) P —p)™ (1 —p) + ( kn_11 ) (1 —p)™ Ty

(1): (e S

k
m+ 1 _
y )p m+1) k



Den Zusammenhang mit dem binomischen Lehrsatz (mit q = 1—p) veranschau-
licht das Galton-Brett:
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Bedingte Wahrscheinlichkeit
Es sei S ein Ereignisraum mit Wahrscheinlichkeitsfunktion P : S — R.

Die bedingte Wahrscheinlichkeit von Ereignis A C S unter der Voraussetzung,
dass Ereignis P(B) # 0 eintritt, ist definiert als:

P(A N B)

P(B)
Beobachte: P(A|B) = P(A/|B) gdw. P(ANB) = P(A’NB); dies ist insbesondere
dann der Fall, wenn AN B = A’ N B gilt.
~» nur die Wahrscheinlichkeitsverteilung “im Bereich B” ist von Interesse
Tatsachlich definiert Pg(x) := P(x)/P(B) fir x € B eine Wahrscheinlichkeits-
funktion auf dem Ereignisraum B.

Beweis: » sz Ps(x) =2 ,5P(x)/P(B)=1.
Diese Deutung der bedingten Wahrscheinlichkeit ist oft bequem.

P(AB) =
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Ein Beispiel Manzwurf mit zwei (fairen) Munzen
Ereignisraum S = {(Kopf, Kopf), (Kopf, Zahl), (Zahl, Kopf), (Zahl, Zahl)}

Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit, dass zwei Munzwdrfe beide “Kopf” ergeben,
wenn man sicher weif3, dass mindestens einer der Wurfe “Kopf” ergibt ?

A = {(Kopf, Kopf)}

B = {(Kopf, Kopf), (Kopf, Zahl), (Zahl, Kopf)}.
__ P(AnB) _ P(A) __1/4 1

PIAIB) = oy = pB) =37 =3

oder: Pg((Kopf, Kopf)) = 1/3 direkt, da (Kopf, Kopf) Elementarereignis der Gleich-
verteilung Uber B ist.
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Unabhangigkeit

Zwei Ereignisse A und B hei3en unabhéangig, gdw. P(A N B) = P(A) - P(B).

Beispiel: Wir betrachten wieder zwei Mianzwdrfe.
A bedeute: Der erste Wurf ergibt “Kopf”.

B bedeute: Die beiden Wiirfe sind verschieden.
C bedeute: Beide Wirfe ergeben “Kopft”.

A N B heif3t: Der erste Wurf ergibt Kopf und der zweite “Zahl”.
A N C heiB3t: Beide Wurfe ergeben “Kopf” (also wie C).
B N C ist das leere Ereignis.

Daher sind A und B unabhangig, aber nicht A und C oder B und C.
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Der Satz von Bayes

Hinweis: Gilt P(B) # 0, so folgt: A und B sind unabhangig gdw. P(A|B) = P(A).
Dies motiviert: Setze P(A|B) = P(A), falls P(B) = 0.

Dann gilt (auch fir P(B) = 0): P(ANB) = P(B) - P(A|B)
sowie symmetrisch: P(ANB) = P(A) - P(B|A)

~» Satz: (Bayes):

P(AB) = P(A)P'(];()BW.

In der Anwendung oft nttzlich:

P(B)=P(BNA)+P(BNA)=P(A)-P(BJA) +P(A) - P(BIA).

17



Eine Anwendung mit (un)fairen Minzen

Wir haben eine faire Miinze und eine unfaire, die immer “Kopf” liefert. Das folgen-
de Zufallsexperiment wird ausgefihrt: “Wahle eine der beiden Minzen zufallig
(fair) aus und wirf sie zweimal.”

Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit dafur, die unfaire Minze ausgewahlt zu ha-
ben, falls zweimal “Kopf” erscheint ?

A entspricht: die unfaire Minze wurde ausgewabhlt.
B heif3t: Beide MUnzwtirfe liefern “Kopf”.
Wir fragen also nach: P(A|B).
Bekannt: P(A) =1/2; P(BJA) =1;P(B) = P(A)-P(BJA)+P(A)-P(BJA) =5/8.
Bayes ~» P(A|B) =4/5.
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Zufallsvariablen

Eine Zutallsvariable (ZV), auch Zufallsgro3e genannt, ist eine Funktion aus ei-
nem Ereignisraum S in die reellen Zahlen.

Beispiel: Eine Ubliche ZV X; fur ein Wurfelexperiment mit einem Wurfel liefert
die Augenzahl. Beim Warfeln mit zwei Warfeln ergeben sich mehrere nattrli-
che Moglichkeiten von ZV, z.B.: Minimum X,,;;, / Maximum Xmnax / Summe der
Augenzahlen XZ'

Es sei S ein Ereignisraum mit Wahrscheinlichkeitsfunktion P und einer ZV X. Die
Wahrscheinlichkeit, dass X den Wert r annimmt, ist:

Z P(e

ecX™

19



Zufallsvariablen und Erwartungswert

Beispiel: Bestimme P[Xmax = 3I:
Xmax(e) =3 flrec {(])3)) (2)3)) (3)3)) (3)2)) (3) 1 )}
~> P Xmax = 3] = 35_6

Satz: Py(r) = P[X = r] definiert eine Wahrscheinlichkeitsdichte auf X(S).

Der Erwartungswert von X ist gegeben durch:

ZrP

reX(S

Beispiel: E[X;] = 3,5.
_ Tkl 4+243+43%0+4%7+5%94+6x11 _ 1+6+15428+45+66 __ 40
Beispiel: E[Xmax] = 1z = =5 ~ 4,44,
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Ein langeres Beispiel: Multiple Choice

Bei einer Prifung mit “Multiple-Choice-Fragen” werden drei Fragen gestellt, wo-
bei fUr jede der drei Fragen zwei Antworten zur Auswahl vorliegen, von denen je-
weils genau eine richtig ist. Die Antworten werden von einem nicht vorbereiteten
Prifling rein zufallig und unabhangig voneinander angekreuzt (Gleichverteilung).
Sei Z die Zufallsvariable, welche die Anzahl der richtigen Antworten angibt.

Wie viele richtige Antworten liefert ein Prifling “im Mittel”, wenn er “rein zufallig”
seine Antworten wahlt ?
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Ein langeres Beispiel: Multiple Choice (Forts.)

Wie mussen wir den Wahrscheinlichkeitsraum wahlen ?
S = {r, f}3, wobei r fiir “richtig” und f fiir “falsch” stehe.
Ohne Vorkenntnisse gilt: P({x}) = 1/8 fir x € {r, f}°.
Z(S)={0,1,2,3}

PlZ=0] =P((f,f,1)) =1/8

PlZ =1] =P{(r,f, 1), (f, 7, 1), (f, f,1r)}) =3/8
PlZz =2] =P{(r,7, 1), (f,r,7), (v,f, 1)}) =3/8
PlZ =3] =P((r,r,7)) =1/8

E[Z] = ZreB] TPIZ = 1] — O*]+]>x<3—é|3—2>|<3—|—3>x<1 ~1,5
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Erwartungswert Rechenregeln

Satz: Der Erwartungswert ist ein lineares Funktional.

Das heif3t: E[aX + bY] = aE[X] + bE|Y] flir Zahlen a, b und ZV X, Y.

Beweis: elementar

Satz: (Ungleichung von Markoff)
Sei ¢ > 0 und X eine ZV mit nichtnegativen Werten. ~»
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