Diskrete Strukturen und Logik
WiSe 2006/07 in Trier

Henning Fernau
Universitat Trier
fernau@informatik.uni-trier.de



Diskrete Strukturen und Logik | Gesamtiibersicht

e Organisatorisches

e Einflhrung

e Logik & Mengenlehre

e Beweisverfahren

e Kombinatorik: Die Kunst des Zahlens

e algebraische Strukturen



Varianz und Standardabweichung

Die Varianz einer ZV X ist Var[X] = E[(X — E[X])2].
Die (positive) Quadratwurzel der Varianz hei3t auch Standardabweichung.

Da E ein lineares Funktional ist, gilt: E[X - E[X]] = (E[X]).

~ Satz: Var[X] = E[X?] — (E[X])?.
Beweis: Var[X] = E[(X — E[X])?] = E[X? — 2XE[X] 4+ E[X]?] = E[X?] — 2E[XE[X]] + E[X]?

Ungleichung von Markoff ~»
Satz: (Ungleichung von Tschebyscheff) Fir ¢ > 0 und eine ZV X qilt:

Var[X]
c2

PIX—EX]| > c] <



Varianz Beispiele

Wir betrachten wieder die ZV X7 und Xmax, die mit Wirfelexperimenten assozi-

iert sind.

Var[X;] = E[(Xy — E[X{])?] = E[Y;] fr die ZV Y7 = (X; — 3,5)%.
1

E[Y] = > roPYp=1]= ) (r—3,5)%. —@zzyz.

6 36
r=(i—3,5)2,i=1,...,6 r=1,...,6

Alternativer Rechenweg flr Xmax:

5 5 5 40\* 719
VarXmax] = E[X4 .]—E[Xmax]” = HZ 61~ P[Xmax = T]— | = 2,22.



Binomialverteilung als ausfuhrliches Beispiel

Erinnerung: b(k;n,p) = ( T]z ) pK(1 —p)nk,

ZV X: Anzahl der “Erfolge” bei “Erfolgswahrscheinlichkeit” p.
~ PIX=k| =b(k;n,p).

EX] = Z k-b(k;n,p) = Z k.<1]1),pk(]_p)nk



Binomialverteilung als ausfuhrliches Beispiel (Forts.)

n—I
EXY = ) K -blknp)= :n°p‘Z(k—|—1)(n]:1)-pkﬂ—p)n]k
k=0

kemn+1]

n—I1 n—1
= n-p- (Zk-b(k;n—hp)+Zob(k;n—1,p)> =n-p-(n—T)p+1)
K=

k=0

~ VarX =EX] —EX*=n-p-(n—=1)p+1)—n?p?’=n-p-(1—p)



Zum Umgang mit Summen—ein kombinatorischer Nachtrag

Erster Summationstrick (geometrische Reihe):
5 axk = (1T—x)"fur x| < 1.
o TR = TR T = x TR xR = x/ (1 =)

Zweiter Summationstrick:

Ist > 1 en Ti(x) bekannt, so evtl. auch
(a) ZkEN f{c(X) und
(b) 2_ken S filx)

durch Vertauschung von Summation und Differentiation oder Integration.



Beispiel:

wegen der Quotientenregel

k=1
X - {Zxk =x-[x/(1—x))]’
k=1
(T—x)+x X
X —




Geometrische Verteilung — ein weiteres Beispiel

Wir werfen wiederum wiederholt mit einer Minze, die mit Wahrscheinlichkeit p
“Kopf” zeigt. Wie oft muss man werfen, bis das erst Mal “Kopf” erscheint ?

X: ZV, die die Anzahl der notigen Wurfe beschreibt.

Definitionsbereich von X: Menge der endlichen Folgen von Minzwdurfen.
X(e) ist dann der Index der ersten Stelle, die “Kopf” ist.

Beispiel: X((Zahl, Zahl, Zahl, Kopf, Zahl, Kopf)) = 4.

Wertebereich von X: Menge der positiven ganzen Zahlen.

PX=Kl=(1—-p)'p
PIX =] ist Wahrscheinlichkeitsdichte wegen geometrischer Reihe:

T2 PIX = K] = 35, (1 — ) 1p = -yt = 1
=Y ke (1=p) T = 5 52 k(1-p)* = %5

= - gemaB obiger Summationstricks.




Noch ein Beispiel (Fasching ?)

Es werden wiederholt “zufallig” Bonbons an r Kinder verteilt.
Der Versuch eines Kindes, einen geworfenen Bonbon zu fangen, ist ein Bernoulli-
Versuch. Jedes der Kinder fangt mit derselben Warscheinlichkeit einen Bonbon;
die Erfolgswahrscheinlichkeit jedes Kindes ist daher p = 1/r.

Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit, dass ein bestimmtes Kind von n geworfenen
Bonbons genau k fangt ?

Definiere dazu ZV X, deren Wert die Anzahl der von diesem speziellen Kind
gefangenen Bonbons beschreibt.

PIX =k] =b(n;k,1/r), also E[X] =n/r.

Wie viele Bonbons missen geworfen werden, bis dieses spezielle Kind einen
Bonbon gefangen hat ?
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Definiere dazu ZV Y, die die Nummer des ersten Wurfs angibt, bei dem das Kind

ein Bonbon gefangen hat.
PIY =k] = (1 —1/7)% 11 /r, also E[Y] = 1.

Wie viele Bonbons mussen geworfen werden, bis jedes Kind einen Bonbon ge-
fangen hat ?

Definiere ZV X; wie folgt: Wenn bereits i — 1 Kinder mindestens einen Bon-
bon gefangen haben, gebe X; die Zahl der Wurfe an, die noch gemacht werden
mussen, bis das i-te Kind einen Bonbon fangt.

Die Misserfolgswahrscheinlichkeit dieses Versuchs ist (i — 1) /r.

Alle X; sind untereinander unabhangig und unterliegen jeweils der geometri-
schen Verteilung. Also gilt:




Far die ZV Z, die angibt, wie viele Versuche unternommen wurden, damit jedes
Kind einen Bonbon gefangen hat, gilt: Z = X; + X5 + - - - 4+ X+. Also ist:

ZE Zr—1—|—1 Z—

1=1

Wie wir noch sehen werden, ist dies “in etwa glelchbedeutend mit” rlog, (1) vie-
len Versuchen.



Die Probabilistische Methode | am Beispiel

Erinnerung: Wohlgeformte aussagenlogische Ausdrlcke (w.a.A.) bestehen aus
Konstanten, Variablen und logischen VerknUpfungen, o.E. Konjunktionen, Dis-
junktionen und Negationen.

Literale sind nichtnegierte oder negierte Variablen.
k-Disjunktionsterme (auch: k-Klauseln) sind Disjunktionen von k Literalen.

Einw.a.A., der eine Konjunktion von k-Disjunktionstermen ist, liegt in k-konjunktiver
Normalform vor.

Wie wir spater beweisen werden, gilt:
Satz: Zu jedem w.a.A. existiert ein aquivalenter in konjunktiver Normalform.
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Die Probabilistische Methode am Beispiel

Ein w.a.A. « heil3t erfillbar gdw. es eine Belegung 3 gibt mit () = w; 3 heifl3t
dann auch erfillende Belegung.

Man kennt keine effizienten, d.h. in Polynomzeit laufenden, Algorithmen, die fur
gegebens o dessen Erfullbarkeit testen konnen. Dies ist das bekannte Erfiillbar-
keitsproblem (engl.: satisfiability problem, kurz SAT).

Eine konjunktive Normalform heif3t rein gdw. flr jeden Disjunktionsterm gilt: kei-
ne Variable kommt doppelt darin vor.

Mit der so genannten probabilistischen Methode kann man jedoch die Erflllbar-
keit gewisser w.a.A. nicht-konstruktiv beweisen, ohne deshalb eine erflllende
Belegung zu kennen.
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Satz: Jeder w.a.A. in reiner k-konjunktiver Normalform mit m < 2k Disjunktions-
termen ist erfdllbar.

Beweis: Betrachte ein Zufallsexperiment, bei dem jede der Variablen unabhangig voneinander
jeweils mit Wahrscheinlichkeit 1/2 auf “wahr” bzw. “falsch” gesetzt wird (Bernoulli-Experiment).

Betrachte ZV X; mit X; = 1 falls i-ter Disjunktionsterm nicht erfullt wird, und X; = 0 sonst.
Da der i-te Disjunktionsterm rein ist und k Literale enthalt, wird er nur durch eine der 2* Bele-

gungen seiner Variablen nicht erfillt.
~ P[Xi = 1] = 27% ~ E[Xi] = 27*. Definiere ZV X = >_ ", X;. Also:

EX =E[}) XJ=) EXJ=mEX]= ;—1 <1.
i=1 i=1

Ware nun P[X =0] =0,sowédre E[X] =) " i-PX=1i > ", 1-PX=1i] =1,
denn P[X = -] ist Wahrscheinlichkeitsdichte. ~» Widerspruch.

Also ist die Wahrscheinlichkeit, eine erflllende Belegung durch das Wahrscheinlichkeitsexperi-
ment zu finden, nichtverschwindend. Also existiert so eine Belegung.



Etwas fortgeschrittene Kombinatorik:| Doppeltes Abzahlen

In der Kombinatorik hei3t eine Relation I C S x T auch /nzidenzund v = (S, T, I)
heil3t /nzidenzsystem.

Gilt (a,b) € I, so nennen wir a und b auch (I-)inzident.

Wir fihren noch folgende Bezeichnungen ein:

Fir a € S sei ((a) die Zahl der mit a inzidenten b € T.

Fir b € T sei (b) die Zahl der mit b inzidenten a € S.

Regel vom Doppelten Abzahlen: }  gi(a) =) pruUb).
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Warum gilt die Regel: Veranschaulichung durch Inzidenzmatrix

FirS ={ay,...,amjund T = {by,...,bn} stelle m x n-Matrix M = (my;) auf
mit

e 1, falls a;Ib;
Y 1 0, sonst

t1(ai): Zahl der Einsen in der i-ten Zeile
1,(b;): Zahl der Einsen in der j-ten Spalte
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Das Handschlaglemma
Ist G = (V, E) ein Graph, so gilt: } |\ d(v) = 2[E|.

Beweis: Betrachte vie gdw. v € e fiir Inzidenzsystem (V, E, I).
Folgerung: Jeder Graph hat eine gerade Anzahl von Knoten ungeraden Grades.

Folgerung: Haben alle Knoten in einem Graphen G ungeraden Grad k, so teilt k
die Anzahl der Kanten von G.
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Teileranzahlen
t(n): Zahl der Teiler der Zahl n

t(n) = J—IZ]T‘:] t(j): Durchschnittliche Anzahl der Teiler
Inzidenzsystem: S =T ={1,...,n} mit I = | (Teilerrelation).
Offenbar gilt: 1,(j) = t(j) firj < n.

Ebenso leicht: 1;(j) = L]ﬂj.
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