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Algebraische Strukturen — Motivation

Informatik und Mathematik als Strukiturwissenschaften.

Endziel mathematischer / informatischer Analyse / Modellbildung:

Konzentration auf das Wesentliche

Grundlage aximatischer Methodik: nicht unnotiges wiederholtes Nachweisen der-
selben Eigenschaften

Diese Vorgehensweise selbst wird (mit verschiedenen Stof3richtungen) unter-
sucht in den Theorien der universellen Algebra, Kategorientheorie und Beweis-

theorie.



Beispiele wichtiger Strukturen

Ein Graph G ist gegeben durch ein Paar (V, E), wobei V die Knotenmenge und
E C V x V die Kantenrelation ist.

Eine Halbgruppe H ist gegeben durch ein Paar (X, o), wobei X die Grundmenge
und o eine assoziative Operation auf X ist, d.h., o : X x X — X (Ublicherweise in
Infixnotation geschrieben).

Beispiel: ({w, f}, /A\) ist eine Halbgruppe, ebenso ({w, f}, V).
Beispiel: Fir jede Menge M ist (2M U) eine Halbgruppe, ebenso (2M N).



Strukturen, ganz allgemein, werden syntaktisch beschrieben durch
1. eine oder auch mehrere Grundmengen
2. Operationen (evil. auch nullstellige, also Konstanten) und / oder
3. Relationen / Funktionen auf den Grundmengen.

Ublicherweise gibt es noch eine Liste von Eigenschaften, die die beschriebenen
Objekte erfullen mUssen, z.B. die Assoziativitat im Falle einer Halbgruppe.

Dieser abstrakie Zugang ist sehr gut geeignet zur sauberen Beschreibung von
Datentypen und Phanomenen bei der objektorientierten Programmierung, siehe
FH-Skript zu OQ.


http://www.arthur-brack.de/refactoring/refactoring.pdf

Der funktionale Standpunkt ist manchmal einfacher als der relationale.
Bekannt: Funktionen als spezielle Relationen

Umgekehrt ist eine (z.B. binare) Relation auch eine Menge R C M x N.

Diese definiert Abbildungen Ry und R, durch Ry((x,y)) =x und Ry((x,y)) = v.
Also kdnnen wir alternativ Graphen auffassen als Struktur G = (V, E; x, w), wo-
bei

V die Knotenmenge

E die Kantenmenge

« die Anfangsknotenabbildung « : E — V und

w die Endknotenabbildung w : E — Vist.

Im Folgenden gehen wir daher davon aus, dass Strukturen durch Mengen und
Funktionen gegeben sind; Operationen sind ja ebenfalls Abbildungen.



Teilstrukturen

Essei S = (My,...,Mn;f1,...,fm) eine Struktur mit den Mengen M; und den
Funktionen fj.

S’ heiBt Teilstruktur oder Unterstrukturvon S gdw. §" = (My,..., M/ ;f1,...,f )
mitn’ =n, m’ = mund M/ C M; firi=1,...,n sowie fj’ ergibt sich aus f;

durch geeignete Restriktionen; ist z.B. f; : Mkj, — ng, so ist fj’ ; M]’% — Méj

mit fj’(x) = fj(x) fir alle x € M. .
)
Wesentlich zum Nachweis der Teilstruktureigenschatft ist, ob f;(x) € Mé, liegt.
)

Beispiel: Graphen (an der Tafel)
Beispiel: ({f}, /\) ist eine Unterhalbgruppe von ({w, f}, A\).



Morphismen

Wir nennen zwei Strukturen gleichartig, wenn sie die gleiche Anzahl von Men-
gen und Abbildungen besitzen und die Abbildungen die entsprechenden Men-
gen miteinander verknipfen; auBerdem sollen beide Strukturen dieselben Ei-
genschaften erfullen.

Ein Morphismus (of auch: Homomorphismus oder kurz Morphi) ist eine struktur-
erhaltende Abbildung zwischen zwei gleichartigen Strukturen. Die erklaren wir
am besten an unseren Beispielen.

Die Teilstruktureigenschaft von S’ bzgl. S kann man auch dadurch beschreiben,
dass die Identitat (als Einbettung) ein Morphi ist.

Insbesondere in der Kategorientheorie beliebt: Darstellung durch kommutatives
Diagramm.

Morphismen auf gleichartigen Strukturen bilden mit der Hintereinanderausfihrung
eine Halbgruppe.



Morphismen—Beispiele

Es seien G; = (V1,Ey, %7, wq) und G, = (V,, By, &y, wy) zwei Graphen. Ein
Graph(homo)morphismus ist eine Abbildung (genauer: ein Paar von Abbildun-
gen) h = (hy, hg) mit hy : Vi — Vo und hg : By — Ey, fir die gilt: oy (he(e)) =
hy(aq(e)) und wy(hg(e)) =hy(wq(e)).

Es seien H; = (My,01) und Hy, = (M, 0y) zwei Halbgruppen. Ein Halbgrup-
penmorphismus ist eine Abbildung h : M1 — M, mit h(x o1 y) = h(x) oy h(y).
Konkret: Hy = ({w, f}, A) und Hy = ({w, f}, V) mith: w+— fund f — w.
hiwAw)=h(w)=f=fV{f=h(w)V h(w).

h(wAf) =h(f) =w=fVw=nh(w)V h(f).
h(f Af) =h(f) =w =wVw = h(f) V h(f).



Morphismen—praktisch gesehen

Graphen kann man als Modell fir Schaltnetze nehmen.

Um solch ein Netz zu realisieren, versucht man meist, eine Darstellung dessel-
ben in einem orthogonalen planaren Layout zu finden.

Dabei werden die einzelnen Gatter (die elementare Schaltfunktionen wie UND
oder ODER darstellen), gedanklich an Gitterpunkten der Zahlenebene ange-
bracht, und die Leiterbahnen entlang achsenparalleler Linien.

Um Laufzeitprobleme zu vermeiden, sollten benachbarte Gatter auch auf dem
Gitter benachbart sein.

Kurz gesagt: Wir suchen einen Morphismus von unserem gegebenen Graphen
G in den Gittergraphen

(Z2{((4,5), (i A=V Al=iI=DV (=i Ali—-1]=1)}.

Aus physikalischen Griinden sollte der Morphismus injektiv sein.
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Morphismus-Jdargon

Ein injektiver Morphismus heil3t auch Monomorphismus.

Ein surjektiver Morphismus hei3t auch Epimorphismus.

Ein bijektiver Morphi wird auch /somorphismus genannt.

Ein Isomorphismus von einer Struktur auf sich selbst heil3t auch Automorphis-
mus.

Satz: Die Umkehrabbildung eines Isomorphismus ist wiederum ein Isomorphis-
mus. Man sagt daher auch, zwei Strukturen seien isomorph.

Hinweis: Eigentlich missten wir bei jedem Morphismus anmerken, auf welche Struktur er sich
bezieht. Das vermeiden wir aber aus schreibtechnischen Griinden; sonst muissten wir spater
immer von Boolesche-Algebren-Epimorphismen reden. ..
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Monoide—eine weitere Struktur

Ein Monoid kann beschrieben werden durch ein Tripel M = (X, o, 1). Dabei ist
(X, o) eine Halbgruppe und 1 € X ein Einselement oder neutrales Element, d.h.,
Vx e X:Tox=xo0l=x.

Beispiel: ({w, f},/\,w) ist ein Monoid. ({w}, /\,w) ist ein Untermonoid davon,
nicht aber ({f}, /A, f). Man kann den Halbgruppenmorphismus zwischen H; und
H, aus dem vorigen Beispiel auch als Monoidmorphismus begreifen. Beachte:
neutrale Elemente missen aufeinander abgebildet werden.

Satz: In einer Halbgruppe gibt es hochstens ein Einselement.
Beweis: Es seien 1 und 1/ Einselemente. Also gilt: 1 =10 1’ = 1/; das erste Gleichheitszeichen
gilt, da 1’ Einselement ist, und das zweite, da 1 Einselement ist.
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Monoide—weitere Beispiele

Ist H = (M, o) eine Halbgruppe, so kann man H durch Adjunktion eines forma-
len Einselements 1 zu einem Monoid machen, indem man die Verknlupfung o
erweitert auf M/ = M U{1}durchx o1 =10x = x firalle x € M’.

Offenbar ist dann (M’, o, 1) ein Monoid.

Beispiel: Jede Operation auf einer einstelligen Menge definiert eine Halbgruppe
(sogar ein Monoid) ({x}, -,x). Adjunktion von 1 als (neuem) Einselement liefert

x 1

ein Monoid mit folgender Verkndpfungstafel: x
]

x x ;diese ist isomorph zu H;.
x 1

Beispiel: (N, max) und (N, min) sind Halbgruppen. (N, max) besitzt das Einsele-
ment 0. (N, min) besitzt kein Einselement, das zu adjungierende Einselement

wird meist co genannt.
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Monoide—weitere Beispiele
Bislang waren alle betrachteten Monoide kommutativ. Das muss nicht sein.

Beispiel: Auf der Menge M = {q, b} gibt es folgende Relationen:

R ={Ry=0,Ry ={(a,a)}, R ={(b,b)}, R3 ={(a,b)}, Ry ={(b,a)}, R5 =
R] URz, R6 = R] URg, R7 = R] UR4, RS = RzUR3, R9 = RzUR4, R]O = R3UR4,
Ri1 =Ry, Ri2 =Ry, Ri3 =R3, Ry =Ry, Ris =M x M .

(R, o, Ry5) bildet ein Monoid.

Wegen R3 o R4 = Ry # Ry, = R4 o R3 ist es nicht kommutativ.
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Gruppen sind spezielle Monoide

Eine Gruppe ist beschrieben durch G = (X, o, 1, ), wobei (X, o, 1) ein Monoid
ist und v : X — X der Inversenoperator, d.h. ao t(a) = t(a) o a = 1. t(a) heilt
auch /nverses von a.

Beispiel: N' = (N, 4, 0) ist ein Monoid, aber keine Gruppe. Nur die 0 besitzt ein

Inverses. o . _ .
Z = (Z,+,0,—) ist eine Gruppe, deren unterliegendes Monoid N als Teilmono-

id enthal.

Manche Monoide besitzen ein absorbierendes Element 0, auch Nullelement genannt, mit der
Eigenschaft Vx0 = Ox = 0. Monoide mit Nullelement sind keine Gruppen.

Ein wichtiges Beispiel fur Gruppen liefern die Automorphismen einer Struktur (mit der Hinterein-
anderausfihrung als Operation).

Beispiel: Die Automorphismengruppe des vollstandigen Graphen mit n Knoten hei3t auch Per-
mutationsgruppe (symmetrische Gruppe). Nach dem Satz von Cayley ist jede Gruppe zu einer
Untergruppe einer symmetrischen Gruppe isomorph.
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Wir basteln uns weitere Monoide (entsprechend fiir Halbgruppen und Gruppen)
Es seien M; = (M, o5, 1;) Monoide firi =1, 2.

Satz: M = M7 x My := (M7 x My,0,(17,15)) mit (my, my) o (ng,ny) =
(1M1 01 M1, My 02 N»y) ist ein Monoid.

Beispiel: (Z, 4, 0) ist ein Monoid. Fir festes n € N\ {0}ist mod n ein Morphi in
das Monoid Zy := (Zn,4n,0) mit a4+nb = (a+b) mod n. 2, x Z3 istisomorph
ZU Z6'

Satz: 2M1 := (2M1 o {11}) mit N oy N/ :={no;n/ | n € N,n’ € N’} ist ein
Monoid (Komplexproduki).
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Erzeugnis (entsprechend fiir Halbgruppen und Gruppen)

Es sei M = (M, o, 1) Monoid und X C M. Wir sagen X = X' fir X’ C M gdw.
x €X' &= xeXVx=1V3Iy,zeX:x=yoz
Wir reparieren sozusagen, was X noch daran fehlt, ein Monoid zu sein.

Die reflexive transitive Hulle von = werde wieder mit =* bezeichnet.
Entsprechend bezeichnet X* die eindeutig bestimmte Teilmenge von M mit der
Eigenschaft X =* X*. X* heil3t auch Erzeugnis von X oder von X erzeugt.

Im Falle von Halbgruppen schreibt man auch X fiir das Erzeugnis.

Satz: Jedes Erzeugnis X* ist ein Untermonoid von M.

Beispiel: In Z gilt: {0, 1}* ist isomorph zu .
17



Freies Erzeugnis (fir Halbgruppen, Monoide und Gruppen)

Eine weitere uns vertraute Operation ist das cartesische Mengenprodukt
Allgemein macht es aus einem n-Tupel und einem m-Tupel ein (n + m)-Tupel.
Wir kdnnen dabei von der Grundmenge (also 1-Tupeln) aus starten und immer
mehr und langere Tupel hinzugewinnen, wenn wir analog zur Erzeugnisbildung
vorgehen.

Bezeichnet M™ die Menge der n-Tupel Uber der Menge M, so gilt: MT =
UnZ] M™.

Wie vorher gesehen gilt: MT ist gegen cartesische Mengenproduktbildung ab-
geschlossen; letztere Operation hei3t auch Konkatenation.

Folgerung: (M, -) ist eine Halbgruppe, die von M frei erzeugte HG.

Ist M endlich, so heil3t M auch Alphabetund w € M* Wort.

Durch Adjunktion des neutralen Elementes A (genannt /eeres Worf) entsteht das
frei erzeugte Monoid M* = MT U {A}.

Beispiel: {a}* ist isomorph zu (N, 4, 0) (Unarzahler, siehe Peano-Axiome).
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Erzeugendensysteme (entsprechend fiir Halbgruppen und Gruppen)

Es sei M = (M, o, 1) Monoid und X C M. X hei3t Erzeugendensystem fir M
gdw. X* = M.

Ist h ein Morphi mit Definitionsbereich M, so genlgt es, h auf einem Erzeu-
gendensystem X zu kennen: Da sich jedes Element y € M als Produkt y =
X1 0 Xy o - -- 0 xn darstellen I&sst, gilt h(y) = h(xq)h(x,)...h(xn) aufgrund der
Morphi-Eigenschatft.

Beispiel: M ist ein Erzeugendensystem fir M *.
Betrachte h : M* — {al}*, definiert durch x — a fir x € M.
Bezeichne ¢ : {a}* — N den erwadhnten Monoidisomorphismus, so heif3t { :
M* — N, m +— ¢(h(m)) auch Lange(nfunktion) fir M*,
{ ist ebenfalls ein Morphi, d.h., {(m -n) = £(m) + £(n).
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