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Pradikatenlogik | — Eine Einfiihrung

Erinnerung: Aussageformen = Pradikate

Beispiel: P(x) :(=x >3 oder Q(x,y) :=x=y+3

(mit einem Zahluniversum, das 3 enthalt auf wo > und + definiert sind)

P(4) ist wahr, P(2) ist falsch.

FUr jede Belegung der Leerstelle x mit einem Wert aus dem gewahlten Univer-
sum liefert P(x) einen Wahrheitswert, denn damit wird P(x) zu einer Aussage,
z.B. P(2) ist die Aussage 2 > 3.

Pradikatenlogik “=" Aussagenlogik, angereichert mit Quantoren.



Universelle Quantifizierung / Allquantifizierung

Beispiel: Durch U.Q. wird aus P(x) := x > 3 die Aussage:
VxP(x), in Worten: Fiir alle x gilt P(x).
Ist diese Aussage wahr oder falsch ?

Abhangig vom zugrunde liegenden Universum X !

X: alle ganzen Zahlen ~» VYxP(x) ist falsch.

X: alle natirlichen Zahlen ~ VxP(x) ist falsch.

X: alle Quadratzahlen groBer Eins ~» VxP(x) ist wahr.
X: alle komplexen Zahlen ~ ¥xP(x) ist undefiniert.



Universelle Quantifizierung Jargon:

V. Allquantor
Vx: x ist die quantifizierte Variable

Ist das Universum X endlich, d.h., ist X = {x1,...,%r} (Hinweis: Mengenlehre in
den folgenden Vorlesungen), so gilt:

VxP(x) = P(xq1) AP(x2) A--- AP(xy).

Dann schreibt man auch: A, P(x).



Existentielle Quantifizierung

Beispiel: Durch E.Q. wird aus P(x) := x > 3 die Aussage:
IxP(x), in Worten: Es gibt ein x mit P(x).
Ist diese Aussage wahr oder falsch ?

Abhangig vom zugrunde liegenden Universum X !
X: alle ganzen Zahlen ~» IxP(x) ist wahr.

X: alle natirlichen Zahlen ~» 3xP(x) ist wahr.

X: alle negativen Zahlen ~» IxP(x) ist falsch.

X: alle komplexen Zahlen ~» 3IxP(x) ist undefiniert.



Existentielle Quantifizierung Jargon:

3: Existenzquantor
dx: x ist die quantifizierte Variable

Ist das Universum X endlich, d.h., ist X = {x1,...,%r} (Hinweis: Mengenlehre in
den folgenden Vorlesungen), so gilt:

IxP(x) = P(x1) VP(x9) V-V P(xr).

Dann schreibt man auch: \/, P(x).



Wann liefern quantifizierte Aussageformen den Wahrheitswert “falsch” ?

Beispiel: Wir haben gesehen:

FUr das Universum X aller natlrlichen Zahlen qilt:
Vx(x > 3) ist falsch.

WARUM 7

Wir konnen ein Gegenbeispiel liefern, z.B. x = 2.

Allgemein gilt: VxP(x) ist falsch gdw. Ix—P(x) ist wahr.
Satz: —(VxP(x)) = Ix—P(x). (de Morgan)



Wann liefern quantifizierte Aussageformen den Wahrheitswert “falsch” ?

Beispiel: Wir haben gesehen:
Fir das Universum X aller negativen ganzen Zahlen gilt:
Ix(x > 3) ist falsch.

WARUM ?

Wir kdnnen kein Beispiel finden, d.h.: vx(x < 2) ist wahr.

Allgemein gilt: IxP(x) ist falsch gdw. Vx—P(x) ist wahr.
Satz: —(3IxP(x)) = Vx—P(x). (de Morgan)



Aussageformen mit mehreren Leerstellen

Wir kdnnen dann lber einzelne Variablen quantifizieren (gebundene Variable);
die nicht quantifizierten Variablen heil3en auch frei.

Beispiel: P(x,y) i= (x* +y = 1).

IxP(x,y) ist Aussageform mit Leerstelle y
VyP(x,y)

vxVyP(x,y)

vx3yP(x,y) oder VyaxP(x,y)

IxVyP(x,y) oder JyvxP(x,y)

IxFYyP(x, y)

Wann ist jede der Aussagen wahr, wann falsch ?

)

10



Achtung: “vxdy # Jyvx”

Beispiel: Eine reelle Zahl a heil3t Grenzwert einer Folge (an ) reeller Zahlen gdw.
Ve > 0dngvn > ny(lan — al < €).
In Worten: Zu jedem € > 0 gibt es ein ny, so dass fur allen ...

Vertauschen der Quantoren liefert die Aussage:

Inygve > 0vn > ny(jan — al < €).

In Worten: Es gibt ein ny, so dass fur alle e > 0O und allen ...
Was bedeutet das ?!

Hinweis: Mit der zweiten Aussage gilt auch die erste !
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Anwendung: Wissensbasierte Systeme
Genealogie der englischen Kdnigsfamilie ab George 1

eine mogliche Darstellung: ein “Stammbaum”

GEORGE | = Sophia Dorothea, dau. of Duke of Brunswick and Celle
(1714-1727) (div. (under Hanoverian Law) 1692)

GEORGE Il = Caroline, dau. of Margrave of
(1727-1760) Brandenburg-Anspach

[ | |
Augusta of = Frederick Lewis, William, Duke Other children TH E HAN OVER IANS
Saxe-Gotha-Altenberg Prince of Wales of Cumberland Anne, Princess Royal = WILLIAM IV, Prince of Orange 1714-1837
(d.1751) Amelia
Caroline

Mary
Louisa = FREDERICK V, King of Denmark

I [ I | [
Augusta GEORGE Il = Sophia Charlotte of Edward, Elizabeth William, Duke Henry, Duke Louisa Frederick

Caroline = CHRISTIAN VII,
(1760-1820) Mecklenburg-Strelitz Duke of York of Gloucester of Cumberland William Matilda King of Denmark
| [ I | [ |
Caroline, = GEORGE IV Frederick, WILLIAM IV Charlotte, Edward, = Victoria Augusta Elizabeth Ernest Augustus, Augustus, Adolphus, Other children
dau. of Duke (1820-1830) Duke of York (1830-1837) Princess Royal Duke of Kent | of Saxe-Coburg Duke of Duke of Duke of Mary
of Brunswick- = Adelaide, (d.1820) (d.1861) Cumberland Sussex Cambridge Sophia
Wolfenbuttel dau. of Duke of (King of Octavius
(d.1821) Saxe-Meiningen Hanover Alfred
1837-1851) Amelia

Charlotte = Leopold of Saxe-Coburg, VICTORIA

(d.1817 in later King of the Belgians (1837-1901)

childbirth,

no surviving

children)
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Anwendung: Wissensbasierte Systeme

Genealogie der englischen Kdnigsfamilie ab Georg 1 als Faktenbasis

Elternteil (georgel, george?2)
Elternteil (george3, georged)
Elternteil (george3,william4)
Elternteil (edward, victoria)
Elternteil (victoria, edward?)
Elternteil (edward’, georgeb)
Elternteil (georgeb5, edward8)
Elternteil (georgeb5, george6)
Elternteil (george6,elizabeth?)
Elternteil (victoria,alice)
Elternteil (alice,victoriaalberta)
Elternteil (victoriaalberta, alicemountbatten)
Elternteil (alicemountbatten,philip)
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Anwendung: Genealogie der englischen Konigsfamilie: Wer mit wem ?

Gattin (sophie,georgel)
Gattin(wilhelmina, george?2)
Gattin (charlotte, george3)
Gattin (caroline,georged)
Gattin(adelaide,william4)
Gattin(victoria, albert)
Gattin(alexandra, edward?7)
Gattin(victoriamaria, georgeb)
Gattin(elizabethQM, georgeb)
Gattin(elizabeth2,philip)
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Anfragen in Anlehnung an PROLOG (Programming in Logic)

(@) ?— Gattin(elizabeth2,philip)
liefert JA, denn der Eintrag wird in der Faktenbasis gefunden.

(b) - Elternteil (sophie, george?2)

liefert NEIN, denn der Eintrag wird NICHT in der Faktenbasis gefunden.
ACHTUNG: Die angefragte Aussage ist wahr, d.h., die Antwort “stimmt eigent-
lich nicht.”

Die Annahme einer geschlossenen Welt (closed world assumption CWA) ist ei-
nes der Probleme “intelligenter Systeme”.

() 2— Weiblich (caroline)
liefert NEIN, denn das Pradikat weiblich ist dem System nicht bekannt.

(d) ?— Gattin(philip,elizabeth?2)
liefert NEIN, da die Argumente nicht vertauschbar sind.
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Regeln machen unser System “schlauer”:

Zu (c): Wir kdnnen ein Pradikat weiblich einfihren und dann sagen:

Wenn es x,y gibt mit Gattin(x,y), dann gilt weiblich(x).

Zu (d) Wir kdnnen ein Pradikat Gatte einfihren:

Wenn es x, y gibt mit Gattin(x,y), dann gilt Gatte(y, x).

Alternativ mochten wir vielleicht ein Pradikat verheiratet, gegeben durch:

Wenn es x,y gibt mit Gattin(x,y) oder mit Gatte(x,y), dann gilt verheiratet(x,y).
Damit konnten wir (aber stimmt dies wirklich ?) auch (b) “Iosen”:

Wennes x,y, zgibt mit verheiratet(x,y)undmitElternteil(y,z),danngiltElternteil(x, z).
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Zum Abschluss: Noch ein Ratsel ...
Ist der folgende Schluss logisch korrekt ?!

(A) Weder Samson noch Freunde von Samson schief3en ein Tor.
(B) Entweder schief3t Samson ein Tor, oder Johannes schief3t ein Tor.
(C) Also ist Johannes kein Freund von Samson.

Formalisierung:

Das Universum X ist eine FufBballmannschaft, aus der namentlich S =Samson und ] =Johannes
bekannt sind.

T(x) ist eine Aussageform mit der Bedeutung: x schief3t ein Tor.

F(x,y) ist eine Aussageform mit der Bedeutung: x und y sind Freunde.

(A) ~(T(S)) AVx(F(x,S) = —T(x))
(B) T(S) V T(J]) (alternative Interpretation: ausschlieBendes Oder)
(C) —F(J, S)

Wir haben zu zeigen: Aus (A) und (B) folgt (C).
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Zum Abschluss: Noch ein Ratsel ...

(A) =(T(S)) AVx(F(x,S) = —T(x))

(B) T(S) V T(]) (alternative Interpretation: ausschlieBendes Oder)
(C) —F(J, S)

Als Hilfsaussage zeigen wir: Aus (A) und (B) folgt T(]).

Aus (A) folgt durch Vereinfachung: —T(S).

Zusammen mit (B) qgilt daher: —=T(S) A (T(S) V T(])).

Das Distributivgesetz liefert: (—=T(S) AT(S)) V (—=T(S) AT(])).
|dentitatsgesetz flir Oder ~ —T(S) AT(J]).

Durch Vereinfachung folgt T(J).

Aus dem zweiten Teil der Aussage (A) folgt durch Spezialisierung:

Umkehrschluss (und doppelte Negation) liefert: T(]) = —F(], S).
Mit der Hilfsaussage folgt durch modus ponens die Behauptung.
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